
correction concours blanc cubes - ecg2 - maths
appliquées

Exercice 1 (ecricome 2003 légèrement modifié)

Partie A

1)Pour tout λ ∈ R, on transforme A− λI en une matrice triangulaire.

A− λI =

 3− λ −2 3
1 −λ 2
0 0 2− λ

 L1

L2

L3 1 −λ 2
3− λ −2 3
0 0 2− λ

 L1 ↔ L2

L2 ↔ L1

L3 1 −λ 2
0 λ2 − 3λ+ 2 3− 2λ
0 0 2− λ

 L1

L2 ← (3− λ)L1 − L2

L3

λ est valeur propre de A⇐⇒ A− λI n’est pas inversible

⇐⇒ λ2 − 3λ+ 2 = 0 ou 2− λ = 0

⇐⇒ λ = 1 ou λ = 2.

Les valeurs propres de A sont donc 1 et 2.

2)0 n’est pas valeur propre de A donc A est inversible.

3)• E1(A) = {U ∈M3,1(R) | (A− I)U = 0}.

Posons U =

 x
y
z

.

(A− I)U = 0⇐⇒

 2 −2 3
1 −1 2
0 0 1

 x
y
z

 =

 0
0
0


⇐⇒


2x− 2y + 3z = 0
x− y + 2z = 0

z = 0

⇐⇒ z = 0 et x = y.

Donc E1(A) =


 x

y
z

 | z = 0 et x = y

 =


 y

y
0

 , y ∈ R

.

Ainsi, E1(A) = Vect

 1
1
0

.
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 1
1
0

 est une famille génératrice de E1(A), elle est libre car constituée

d’un seul vecteur non nul. C’est donc une base de E1(A).

• E2(A) = {U ∈M3,1(R) | (A− 2I)U = 0}.

Posons U =

 x
y
z

.

(A− 2I)U = 0⇐⇒

 1 −2 3
1 −2 2
0 0 0

 x
y
z

 =

 0
0
0


⇐⇒

{
x− 2y + 3z = 0
x− 2y + 2z = 0

L1

L2

⇐⇒
{

x− 2y + 3z = 0
z = 0

L1

L2 ← L1 − L2

⇐⇒ z = 0 et x = 2y.

Donc E2(A) =


 x

y
z

 | z = 0 et x = 2y

 =


 2y

y
0

 , y ∈ R

.

Ainsi, E2(A) = Vect

 2
1
0

.

 2
1
0

 est une famille génératrice de E2(A), elle est libre car constituée

d’un seul vecteur non nul. C’est donc une base de E2(A).

4)dimE1(A) + dimE2(A) = 1 + 1 = 2, mais A ∈M3(R).

D’après le théorème de réduction, A n’est pas diagonalisable.

5)a)Pour tous réels a, b et c, on a :

au1 + bu2 + cu3 = 0⇐⇒ a(1, 1, 0) + b(2, 1, 0) + c(1, 1, 1) = (0, 0, 0)

⇐⇒


a+ 2b+ c = 0
a+ b+ c = 0

c = 0

L1

L2

L3

⇐⇒


a+ 2b+ c = 0

b = 0
c = 0

L1

L2 ← L1 − L2

L3

⇐⇒ a = b = c = 0.

Donc C est libre.
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C est une famille libre de cardinal 3 de R3 et dimR3 = 3.
Donc C est une base de R3.

b)u1 = (1, 1, 0) = 1e1 + 1e2 + 0e3,

u2 = (2, 1, 0) = 2e1 + 1e2 + 0e3,

u3 = (1, 1, 1) = 1e1 + 1e2 + 1e3.

Donc P =

 1 2 1
1 1 1
0 0 1

.

Pour trouver P−1, on applique la méthode de Gauss. 1 2 1
1 1 1
0 0 1

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 L1

L2

L3 1 2 1
0 1 0
0 0 1

 1 0 0
1 −1 0
0 0 1

 L1

L2 ← L1 − L2

L3 1 2 0
0 1 0
0 0 1

 1 0 −1
1 −1 0
0 0 1

 L1 ← L1 − L3

L2

L3 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 −1 2 −1
1 −1 0
0 0 1

 L1 ← L1 − 2L2

L2

L3

Donc P−1 =

 −1 2 −1
1 −1 0
0 0 1

.

c)Notons U1, U2 et U3 les matrices colonnes de u1, u2 et u3 dans la base
canonique B de R3.

D’après la question 3), on a : AU1 = U1 et AU2 = U2, ce qui prouve que
f (u1) = u1 et f (u2) = 2u2.

De plus, par produit matriciel, on a :

AU3 =

 3 −2 3
1 0 2
0 0 2

 1
1
1

 =

 4
3
2

 =

 2
1
0

+2

 1
1
1

 = U2+2U3.

Donc f (u3) = u2 + 2u3.

On conclut que la matrice de f dans la base C = (u1, u2, u3) est :

T =

 1 0 0
0 2 1
0 0 2

 .
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d)On sait que A = MB(f), T = MC (f) et P = PB,C .

La formule de changement de base donne : A = PTP−1.

e)Raisonnement par récurrence.

Soit P(n) la proposition : ≪ il existe un réel un tel que Tn =

 1 0 0
0 2n un
0 0 2n

 ≫.

En prenant u0 = 0, on a :

 1 0 0
0 20 u0
0 0 20

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = I = T 0.

Donc P(0) est vraie.

Soit n ∈ N. Supposons P(n) vraie, montrons que P(n+ 1) est vraie.

Tn+1 = TnT

=

 1 0 0
0 2n un
0 0 2n

 1 0 0
0 2 1
0 0 2

 par HR

=

 1 0 0
0 2n+1 2n + 2un
0 0 2n+1

 .

Posons un+1 = 2n + 2un.

On a alors : Tn+1 =

 1 0 0
0 2n+1 un+1

0 0 2n+1

. Donc P(n+ 1) est vraie.

La proposition P(n) est donc vraie pour tout n ∈ N.

f)La question précédente donne : u0 = 0 et ∀n ∈ N, un+1 = 2n + 2un.

g)Raisonnement par récurrence.

Soit P(n) la proposition : ≪ un = n2n−1. ≫

P(0) est vraie immédiatement du fait que u0 = 0.

Soit n ∈ N. Supposons P(n) vraie, montrons que P(n+ 1) est vraie.

un+1 = 2n + 2un

= 2n + 2
(
n2n−1

)
par HR

= 2n + n2n

= (n+ 1)2n.

On conclut que ∀n ∈ N, un = n2n−1.
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Partie B

6)• C (A) est une partie de M3(R).

• ∀M ∈ M3(R), A0 = 0A = 0 donc 0 ∈ C (A), ce qui montre que C (A)
n’est pas vide.

• Soient M et N deux éléments de C (A), soit λ ∈ R.

On a :

A(λM +N) = λAM +AN

= λMA+NA car M ∈ C (A) et N ∈ C (A)

= (λM +N)A.

Donc λM +N ∈ C (A), ce qui prouve la stabilité de C (A) par CL.

On conclut que C (A) est un sous-espace vectoriel de M3(R).

7)Pour toute matrice M ∈M3(R), on a :

AM = MA⇐⇒ PTP−1M = MPTP−1 grâce à 5)d)

⇐⇒ P−1PTP−1MP = P−1MPTP−1P

⇐⇒ ITP−1MP = P−1MPTI

⇐⇒ TP−1MP = P−1MPT.

.

8)Soit N ∈M3(R). Posons N =

 a b c
d e f
g h i

.

TN = NT ⇐⇒

 1 0 0
0 2 1
0 0 2

 a b c
d e f
g h i

 =

 a b c
d e f
g h i

 1 0 0
0 2 1
0 0 2


⇐⇒

 a b c
2d+ g 2e+ h 2f + i
2g 2h 2i

 =

 a 2b b+ 2c
d 2e e+ 2f
g 2h h+ 2i
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⇐⇒



b = 2b
c = b+ 2c
2d+ g = d
2e+ h = 2e

2f + i = e+ 2f
2g = g

2i = h+ 2i

.

⇐⇒



b = 0
c = 0
d = −g
h = 0
i = e
g = 0
h = 0

.

⇐⇒ b = c = d = g = h = 0 et i = e

⇐⇒ N =

 a 0 0
0 e f
0 0 e


En renommant les lettres (e→ b et f → c), on obtient le résultat demandé.

9)Grâce aux questions 7) et 8), on déduit pour toute matrice M ∈M3(R) :

M ∈ C (A)⇐⇒ AM = MA

⇐⇒ TP−1MP = P−1MPT

⇐⇒ ∃(a, b, c) ∈ R3, | P−1MP =

 a 0 0
0 b c
0 0 b

 .

⇐⇒ ∃(a, b, c) ∈ R3, | M = P

 a 0 0
0 b c
0 0 b

P−1

⇐⇒ ∃(a, b, c) ∈ R3, | M =

 1 2 1
1 1 1
0 0 1

 a 0 0
0 b c
0 0 b

 −1 2 −1
1 −1 0
0 0 1


⇐⇒ ∃(a, b, c) ∈ R3, | M =

 a 2b 2c+ b
a b c+ b
0 0 b

 −1 2 −1
1 −1 0
0 0 1


⇐⇒ ∃(a, b, c) ∈ R3, | M =

 −a+ 2b 2a− 2b −a+ b+ 2c
−a+ b 2a− b −a+ b+ c

0 0 b



.

Donc C (A) =


 −a+ 2b 2a− 2b −a+ b+ 2c
−a+ b 2a− b −a+ b+ c

0 0 b

 , (a, b, c) ∈ R3

.
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10)• On voit facilement que pour tout couple (a, b, c) de réels, on a : −a+ 2b 2a− 2b −a+ b+ 2c
−a+ b 2a− b −a+ b+ c

0 0 b


= a

 −1 2 −1
−1 2 −1
0 0 0

+ b

 2 −2 1
1 −1 1
0 0 1

+ c

 0 0 2
0 0 1
0 0 0

.

On a donc C (A) = Vect

 −1 2 −1
−1 2 −1
0 0 0

 ,

 2 −2 1
1 −1 1
0 0 1

 ,

 0 0 2
0 0 1
0 0 0

.

Cela prouve que

 −1 2 −1
−1 2 −1
0 0 0

 ,

 2 −2 1
1 −1 1
0 0 1

 ,

 0 0 2
0 0 1
0 0 0

 est

une famille génératrice de C (A).

• De plus, pour tous réels a, b et c, on a :

a

 −1 2 −1
−1 2 −1
0 0 0

+ b

 2 −2 1
1 −1 1
0 0 1

+ c

 0 0 2
0 0 1
0 0 0

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0


⇐⇒

 −a+ 2b 2a− 2b −a+ b+ 2c
−a+ b 2a− b −a+ b+ c

0 0 b

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0



⇐⇒



−a+ 2b = 0
2a− 2b = 0
−a+ b+ 2c = 0
−a+ b = 0
2a− b = 0
−a+ b+ c = 0

b = 0

⇐⇒ a = b = c = 0.

Donc

 −1 2 −1
−1 2 −1
0 0 0

 ,

 2 −2 1
1 −1 1
0 0 1

 ,

 0 0 2
0 0 1
0 0 0

 est une famille

libre.

• C’est une famille libre et génératrice de C (A), c’est donc une base de
C (A). Ainsi, dimC (A) = 3.
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Exercice 2

Partie A

1)f est dérivable sur [0,+∞[ car polynomiale.

∀x ≥ 0, f ′(x) =
1 + 2x

2
≥ 0.

Donc f est croissante sur [0,+∞[.

De plus, lim
x→0

f(x) = f(0) = 0 et lim
x→+∞

f(x) = +∞.

x

f(x)

0 +∞

00

+∞+∞

2)Soit P(n), la proposition ≪ 0 ≤ Un ≤ 1 ≫.

P(0) est vraie puisque 0 < U0 ≤
1

2
.

Soit n ∈ N quelconque. Supposons P(n) vraie.
De 0 ≤ Un ≤ 1, on tire : f(0) ≤ f(Un) ≤ f(1) par croissance de f ,
soit 0 ≤ Un+1 ≤ 1. Donc P(n+ 1) est vraie.
On conclut que ∀n ∈ N, 0 ≤ Un ≤ 1.

3)a)Pour tout ∀x ∈ [0, 1], on a :

f(x)− x =
x+ x2

2
− x =

x2 − x

2
=

x(x− 1)

2
≤ 0.

Donc ∀x ∈ [0, 1] , f(x) ≤ x.

b)Comme Un ∈ [0, 1], il est valide de remplacer x par Un dans l’inégalité
ci-dessus, ce qui donne :

∀n ∈ N, f(Un) ≤ Un, soit Un+1 ≤ Un.
Ainsi, (Un)n∈N est décroissante.

4)(Un)n∈N est décroissante et minorée (par 0) donc convergente.
Soit l sa limite.

∀n ∈ N, 0 ≤ Un ≤ U0 par décroissance, soit 0 ≤ Un ≤
1

2
.

Par passage à la limite, on a donc 0 ≤ l ≤ 1

2
.

f est continue sur [0,+∞[ donc continue en l.
D’après le théorème du point fixe, l est solution de l’équation f(x) = x.
Or, f(x) = x⇐⇒ x2 − x = 0⇐⇒ x(x− 1) = 0⇐⇒ x = 1 ou x = 0.
Donc l = 0 ou l = 1.

La solution l = 1 est à exclure puisque 0 ≤ l ≤ 1

2
.

Donc l = 0. Ainsi, lim
n→+∞

Un = 0.
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Partie B

5)Pour tout n ∈ N, on a :

f(Vn)− Vn+1 =
Vn + V 2

n

2
− Vn+1

=
1
2

(
3
4

)n
+ 1

4

(
3
4

)2n
2

− 1

2

(
3

4

)n+1

=
1

4

(
3

4

)n

+
1

8

(
3

4

)n(3

4

)n

− 1

2
× 3

4

(
3

4

)n

=

(
3

4

)n [
−1

8
+

1

8

(
3

4

)n]
=

1

8

(
3

4

)n [
−1 +

(
3

4

)n]
≤ 0.

Donc ∀n ∈ N, f(Vn) ≤ Vn+1.

6)Soit P(n), la proposition : ≪ 0 ≤ Un ≤ Vn ≫.

On a V0 =
1

2
et U0 ∈

]
0,

1

2

]
donc 0 ≤ U0 ≤ V0.

Donc P(0) est vraie.

Soit n ∈ N quelconque. Supposons P(n) vraie.
De 0 ≤ Un ≤ Vn, on tire f(0) ≤ f(Un) ≤ f(Vn) par croissance de f , soit :
0 ≤ Un+1 ≤ f(Vn).
Or, f(Vn) ≤ Vn+1 donc par recollement : 0 ≤ Un+1 ≤ Vn+1.
Donc P(n+ 1) est vraie.

On conclut que ∀n ∈ N, 0 ≤ Un ≤ Vn.

7) lim
n→+∞

Vn = lim
n→+∞

1

2

(
3

4

)n

= 0 car −1 <
3

4
< 1.

D’après la propriété des gendarmes, lim
n→+∞

Un = 0.

Et on retrouve le résultat de la question 4)

Partie C

8)Pour tout réel x ≥ 0, on a : 1 + x ≥ 1 donc ln(1 + x) ≥ 0.

Pour l’autre inégalité, on étudie sur [0,+∞[ la fonction g : x 7→ ln(1+x)−x.

g est dérivable sur [0,+∞[ et ∀x ≥ 0, g′(x) =
1

1 + x
− 1 =

−x
1 + x

≤ 0.

Donc g est décroissante sur [0,+∞[.

Comme g(0) = 0, on a alors ∀x ≥ 0, g(x) ≤ 0, soit ln(1 + x) ≤ x.

Finalement, pour tout réel x ≥ 0, 0 ≤ ln(1 + x) ≤ x.
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9)Comme pour tout k ∈ N, Uk ≥ 0, il est valide de remplacer dans
l’inégalité ci-dessus x par Uk.
On obtient pour tout k ∈ N : 0 ≤ ln(1 + Uk) ≤ Uk.

En sommant ces inégalités pour k ∈ {0, 1, ..., n− 1} avec n ∈ N∗ :

0 ≤
n−1∑
k=0

ln(1 + Uk) ≤
n−1∑
k=0

Uk, ou encore :

0 ≤ Sn ≤
n−1∑
k=0

Uk.

Des inégalités ∀k ∈ N, Uk ≤ Vk, on obtient par sommation :

n−1∑
k=0

Uk ≤
n−1∑
k=0

Vk.

Par recollement, on déduit que ∀n ∈ N∗, 0 ≤ Sn ≤
n−1∑
k=0

Vk.

10)a)La suite (Vk)k∈N est géométrique de raison 3/4.

La formule sur les termes consécutifs d’une suite géométrique donne alors :
n−1∑
k=0

Vk = V0 ×
1−

(
3
4

)n
1− 3

4

=
1

2
×

1−
(
3
4

)n
1
4

= 2
[
1−

(
3
4

)n] ≤ 2.

b)En utilisant la question 9), on conclut que ∀n ∈ N∗, 0 ≤ Sn ≤ 2.

11)Pour tout n ∈ N : Sn+1 − Sn = ln(1 + Un) ≥ 0 puisque Un ≥ 0.
Donc (Sn)n∈N∗ est croissante.

Par ailleurs, elle est majorée par 2. Ainsi, (Sn)n∈N∗ est convergente.

Enfin, de 0 ≤ Sn ≤ 2, on tire par passage à la limite : 0 ≤ l ≤ 2.

Partie D

12)On a pour tout k ∈ N :

ln(Uk+1)− ln(Uk) = ln

(
Uk+1

Uk

)
= ln

(
Uk+U2

k
2

Uk

)

= ln

(
1 + Uk

2

)
= ln(1 + Uk)− ln 2.
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13)En sommant les inégalités précédentes pour k ∈ {0, ..., n− 1}, on a :
n−1∑
k=0

[ln(Uk+1)− ln(Uk)] =

n−1∑
k=0

[ln(1 + Uk)− ln 2].

En télescopant la somme de gauche et par linéarité de Σ, on déduit :

ln(Un)− ln(U0) =
n−1∑
k=0

ln(1 + Uk)−
n−1∑
k=0

ln 2, c’est-à-dire :

ln(Un)− ln(U0) = Sn − n ln 2.

On a donc ∀n ≥ 1, ln(Un) = ln(U0) + Sn − n ln 2.

14)• En appliquant l’exponentielle, on déduit :

elnUn = eln(U0)+Sn−n ln 2, c’est-à-dire :

Un = eln(U0)eSne−n ln 2 =
U0e

Sn

2n
.

Or, lim
n→+∞

Sn = l donc lim
n→+∞

eSn = el, puis lim
n→+∞

U0e
Sn = U0e

l.

Posons α = U0e
l, on a α > 0 car U0 > 0 et el > 0.

On a alors lim
n→+∞

U0e
Sn = α ou encore U0e

Sn ∼
+∞

α, d’où Un ∼
+∞

α

2n
.

• De 0 ≤ l ≤ 2, on tire : 1 ≤ el ≤ e2.

De plus, 0 < U0 ≤
1

2
. Par produit d’inégalités : 0 < U0e

l ≤ e2

2
.

Ainsi, 0 < α ≤ e2

2
.

Partie E

15)L’équation caractéristique associée à (E0) est : r
2 + 3r + 2 = 0.

Ses racines sont r1 = −1 et r2 = −2.
Les solutions de (E0) sont les fonctions t 7→ β1e

−t+β2e
−2t où (β1, β2) ∈ R2.

16)Soit yp : t 7→ at2 + bt+ c.

On a ∀t ∈ R, y′p(t) = 2at+ b et y′′p(t) = 2a.

yp est solution de (E)

⇐⇒ ∀t ∈ R, y′′p(t) + 3y′p(t) + 2yp(t) = f(t)

⇐⇒ ∀t ∈ R, 2a+ 3(2at+ b) + 2(at2 + bt+ c) =
t+ t2

2

⇐⇒ ∀t ∈ R, 2at2 + (6a+ 2b)t+ (2a+ 3b+ 2c) =
1

2
t2 +

1

2
t

⇐⇒


2a =

1

2

6a+ 2b =
1

2
2a+ 3b+ 2c = 0
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⇐⇒


a = 1/4
b = −1/2
c = 1/2

Donc yp : t 7→
1

4
t2 − 1

2
t+

1

2
est une solution particulière de (E).

17)D’après le cours, les solutions de (E) s’obtiennent en ajoutant une so-
lution particulière de (E) à toutes les solutions de (E0).

Les solutions de (E) sont donc les fonctions t 7→ β1e
−t+β2e

−2t+
1

4
t2−1

2
t+

1

2
où (β1, β2) ∈ R2.

18) lim
t→+∞

β1e
−t = 0 et lim

t→+∞
β2e

−2t = 0,

lim
t→+∞

(
1

4
t2 − 1

2
t+

1

2

)
= +∞.

Par somme, lim
t→+∞

(
β1e

−t + β2e
−2t +

1

4
t2 − 1

2
t+

1

2

)
= +∞.

Ainsi, toutes les trajectoires de (E) divergent.
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Exercice 3 (edhec 2009 - maths appro)

1)a)Pour tout n ∈ N∗ et tout réel t > 0, on a :

(1 + ta)n

tan
=

(
1 + ta

ta

)n

=

(
1

ta
+ 1

)n

.

lim
t→+∞

(
1

ta
+ 1

)
= 1 car a > 0. Donc lim

t→+∞

(
1

ta
+ 1

)n

= 1.

Ainsi, (1 + ta)n ∼
t→+∞

tan.

b)Soit n ∈ N∗.∫ +∞

1

1

tan
dt est une intégrale de Riemann de paramètre an.

Elle converge car an > 1 du fait que a > 1 et n ≥ 1.

La question 1)a) donne par inverse :
1

(1 + ta)n
∼

t→+∞

1

tan
.

D’après le critère d’équivalence sur les intégrales impropres de fonctions

positives,

∫ +∞

1

1

(1 + ta)n
dt converge.

De plus,

∫ 1

0

1

(1 + ta)n
dt converge car t 7→ 1

(1 + ta)n
est continue sur [0, 1].

Par relation de Chasles,

∫ +∞

0

1

(1 + ta)n
dt converge.

Enfin, ∀t > 0,
1

(1 + ta)n
> 0.

En intégrant entre les bornes croissantes 0 et +∞, on déduit :∫ +∞

0

1

(1 + ta)n
dt > 0, c’est-à-dire un > 0.

c)Pour tout entier n ≥ 1, on a :

un+1 − un =

∫ +∞

0

1

(1 + ta)n+1dt−
∫ +∞

0

1

(1 + ta)n
dt

=

∫ +∞

0

(
1

(1 + ta)n+1 −
1

(1 + ta)n

)
dt

=

∫ +∞

0

−ta

(1 + ta)n+1dt.

∀t ≥ 0,
−ta

(1 + ta)n+1 ≤ 0.

En intégrant entre les bornes croissantes 0 et +∞, on déduit :∫ +∞

0

−ta

(1 + ta)n+1dt ≤ 0.
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On a donc ∀n ∈ N∗, un+1 − un ≤ 0, ce qui prouve que la suite (un)n≥1 est
décroissante.

(un)n≥1 est décroissante et minorée (par zéro) donc convergente, d’après le
théorème de la limite monotone.

2)a)Soit x > 0. Effectuons une IPP sur

∫ x

0

1

(1 + ta)n
dt en posant :

u′(t) = 1 v(t) =
1

(1 + ta)n

u(t) = t v(t) =
−nata−1

(1 + ta)n+1

u et v sont de classe C1 sur [0, x]. L’IPP est valide et donne :∫ x

0

1

(1 + ta)n
dt =

[
t

(1 + ta)n

]x
0

−
∫ x

0

−nata−1t

(1 + ta)n+1dt

=
x

(1 + xa)n
+ na

∫ x

0

ta

(1 + ta)n+1dt

=
x

(1 + xa)n
+ na

∫ x

0

(1 + ta)− 1

(1 + ta)n+1 dt

=
x

(1 + xa)n
+ na

∫ x

0

(
1

(1 + ta)n
− 1

(1 + ta)n+1

)
dt.

On a donc l’égalité (∗) ci-dessous :∫ x

0

1

(1 + ta)n
dt =

x

(1 + xa)n
+ na

(∫ x

0

1

(1 + ta)n
dt−

∫ x

0

1

(1 + ta)n+1dt

)
D’après la question 1)a), on a : (1 + xa)n ∼

x→+∞
xan.

Donc lim
x→+∞

x

(1 + xa)n
= lim

x→+∞

x

xan
= lim

x→+∞

1

xan−1
= 0 car an− 1 > 0.

Un passage à la limite dans (∗) quand x→ +∞ donne alors :∫ +∞

0

1

(1 + ta)n
dt = 0 + na

(∫ +∞

0

1

(1 + ta)n
dt−

∫ +∞

0

1

(1 + ta)n+1dt

)
,

c’est-à-dire :
un = na (un − un+1) .

b)Soit n ≥ 2 un entier.

La question précédente donne pour tout k ∈ N∗ :

uk = ka (uk − uk+1), soit uk = kauk−kauk+1, ou encore uk+1 =
ka− 1

ka
uk.

On a donc ∀k ∈ N∗, uk+1 =

(
1− 1

ka

)
uk.
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En multipliant membre à membre ces égalités pour k ∈ J1, n− 1K, on a :
n−1∏
k=1

uk+1 =
n−1∏
k=1

((
1− 1

ka

)
uk

)

ou encore :

n−1∏
k=1

uk+1 =

n−1∏
k=1

(
1− 1

ka

) n−1∏
k=1

uk

c’est-à-dire : u2 × · · ·un−1 × un =
n−1∏
k=1

(
1− 1

ka

)
× u1 × u2 × · · · × un−1.

En simplifiant les facteurs, on conclut que

∀n ≥ 2, un = u1

n−1∏
k=1

(
1− 1

ka

)
.

Remarque
On pouvait également faire une récurrence.

3)• Pour tout entier n ≥ 2, on déduit :

lnun = ln

(
u1

n−1∏
k=1

(
1− 1

ka

))
= lnu1 +

n−1∑
k=1

ln

(
1− 1

ka

)
.

Posons Tn =
n−1∑
k=1

ln

(
1− 1

ka

)
.

ln(1 + x) ∼
0
x et lim

k→+∞
− 1

ka
= 0 donc ln

(
1− 1

ka

)
∼

k→+∞

−1
ka

.

Les séries
∑
k≥1

ln

(
1− 1

ka

)
et
∑
k≥1

−1
ka

sont donc de même nature, cette

dernière étant de même nature que la série harmonique divergente
∑
k≥1

1

k
.

Donc la série
∑
k≥1

ln

(
1− 1

ka

)
diverge. Ainsi, la suite (Tn)n≥2 diverge.

Par ailleurs, ∀k ∈ N∗, ln

(
1− 1

ka

)
≤ 0 donc (Tn)n≥2 décrôıt.

Cela entrâıne que lim
n→+∞

Tn = −∞ et par suite que lim
n→+∞

lnun = −∞.

• Enfin, en écrivant un = elnun , compte tenu que lim
n→+∞

lnun = −∞ et

lim
x→−∞

ex = 0, on conclut :

lim
n→+∞

un = 0.
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4)a)On part de l’égalité ∀k ∈ N∗, uk = kauk − kauk+1 qu’on réécrit :

∀k ∈ N∗, uk = kauk − (k + 1)auk+1 + auk+1.

En sommant ces égalités pour k ∈ J1, nK, on a :
n∑

k=1

uk =
n∑

k=1

(kauk − (k + 1)auk+1) +
n∑

k=1

auk+1 (∗)

La deuxième somme est télescopique et vaut : au1 − (n+ 1)aun+1,

la troisième somme vaut : a
n∑

k=1

uk+1 = a
n+1∑
j=2

uj = a (Sn − u1 + un+1).

En remplaçant dans (∗), on obtient :

Sn = au1 − (n+ 1)aun+1 + a (Sn − u1 + un+1)

= au1 − naun+1 − aun+1 + aSn − au1 + aun+1

= −naun+1 + aSn.

On conclut que ∀n ∈ N∗, Sn =
na

a− 1
un+1..

b)De la question précédente, on déduit pour tout entier n ≥ 2 :

lnSn = ln

(
na

a− 1
un+1

)
= ln

(
na

a− 1

)
+ ln (un+1)

= ln

(
na

a− 1

)
+ ln

(
u1

n−1∏
k=1

(
1− 1

ka

))
d’après 2)b)

= ln

(
na

a− 1

)
+ lnu1 +

n∑
k=1

ln

(
1− 1

ka

)

= lnu1 + ln

(
na

a− 1

)
+ ln

(
1− 1

a

)
+

n∑
k=2

ln

(
1− 1

ka

)

= lnu1 + ln(n) +
n∑

k=2

ln

(
1− 1

ka

)

= lnu1 −
n∑

k=2

(
ln(k − 1)− ln(k)

)
+

n∑
k=2

ln

(
1− 1

ka

)

= lnu1 −
n∑

k=2

ln

(
1− 1

k

)
+

n∑
k=2

ln

(
1− 1

ka

)

Donc ∀n ≥ 2, lnSn = lnu1 +

n∑
k=2

[
ln

(
1− 1

ka

)
− ln

(
1− 1

k

)]
.
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c)ln(1 + x) =
0
x+ o(x).

d)Comme lim
k→+∞

−1
ka

= 0, on peut remplacer dans la question précédente x

par
−1
ka

, ce qui donne :

ln

(
1− 1

ka

)
=

k→+∞
− 1

ka
+ o

(
1

ka

)
= − 1

ka
+ o

(
1

k

)
.

De même, ln

(
1− 1

k

)
=

k→+∞
−1

k
+ o

(
1

k

)
.

Par différence, on déduit :

ln

(
1− 1

ka

)
− ln

(
1− 1

k

)
=

k→+∞
− 1

ka
+

1

k
+ o

(
1

k

)
,

c’est-à-dire : ln

(
1− 1

ka

)
− ln

(
1− 1

k

)
=

k→+∞

a− 1

ak
+ o

(
1

k

)
Donc ln

(
1− 1

ka

)
− ln

(
1− 1

k

)
∼

k→+∞

a− 1

ak
.

e)Pour tout entier n ≥ 2, posons : Rn =
n∑

k=2

(
ln

(
1− 1

ka

)
− ln

(
1− 1

k

))
.

D’après la question 4)b), on a alors : ∀n ≥ 2, lnSn = lnu1 +Rn (∗∗)

∀k ≥ 2, ln

(
1− 1

ka

)
− ln

(
1− 1

k

)
≥ 0 (vient du fait que a > 1).∑

k≥2

(
ln

(
1− 1

ka

)
− ln

(
1− 1

k

))
est alors une série à termes positifs.

Par ailleurs, ln

(
1− 1

ka

)
− ln

(
1− 1

k

)
∼

k→+∞

a− 1

ak
.∑

k≥2

a− 1

ak
est divergente car de même nature que la série harmonique.

D’après le critère d’équivalence sur les séries à termes positifs, la série∑
k≥2

(
ln

(
1− 1

ka

)
− ln

(
1− 1

k

))
diverge.

Comme c’est une série à termes positifs divergente, sa somme partielle Rn

tend vers +∞ quand n→ +∞.

En passant à la limite dans (∗∗), on déduit que lim
n→+∞

Sn = +∞, ce qui

prouve que la série
∑
n≥1

un diverge.
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