Essec II - 2010

L’objet du probleme est I’étude de la durée de fonctionnement d’un systeéme démarré a la date £ = 0O et susceptible
de tomber en panne a une date aléatoire. Apres une partie préliminaire sur les propriétés de la loi exponentielle, on
introduira dans la deuxieéme partie, les notions permettant d’étudier des propriétés de la date de premicre panne. Enfin,
dans une troisi¢éme partie on examinera le fonctionnement d’un systéme satisfaisant certaines propriétés particulieres.

On pourra utiliser les points suivants :

— une fonction f continue sur R et continue a droite en O est alors continue sur R,

— une variable aléatoire a densité est dite positive si sa densité est nulle sur | — oo, 0],

— si T est une variable aléatoire positive, de densité f continue sur R, sa fonction de répartition Fr est définie par :

t
VteR, Fr(t)=P(T <t) = /0 f(u)du.

Fr est dérivable sur Ry et V¢t € Ry, F.(t) = f(t). Le nombre F7.(0) désigne donc la dérivée a droite en 0.

1 Généralités sur la loi exponentielle

On rappelle qu’une variable aléatoire suit la loi exponentielle de parametre p(p > 0) si elle admet pour densité la
fonction f,, définie par

pe M si x>0

f“(x):{() si <0

1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre .

a) Donner I’espérance E(X) et la variance V' (X).

b) Pour tout entier naturel n, justifier que X" admet une espérance et déterminer une relation de récurrence
entre £(X" 1) et E(X™).

¢) En déduire E(X™) pour tout n > 0.
d) Retrouver la valeur de V' (X') a I’aide de la question précédente.

2. Propriété caractéristique

a) Soient 1 > 0 et X une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre .
Justifier que pour tout réel = positif ou nul, le nombre P(X > x) est non nul.
Montrer que pour tous réels positifs x et y,

Pixsg(X >2+y) =P(X >y)

b) Réciproquement, soit X une variable aléatoire positive admettant une densité f continue et strictement
positive sur R, et telle que pour tous réels positifs x et y,

Pixso(X >2+y) =P(X >y)

i. Soit R(x) = P(X > z). Justifier que R(x) est non nul pour tout réel positif.
ii. On pose . = f(0). Montrer que pour tout x réel positif, on a la relation R'(x) + pR(x) = 0.
iii. Déduire que X suit une loi exponentielle dont on précisera le parameétre.

3. Soient deux réels strictement positifs 7 et uo. Soient X; et Xs deux variables aléatoires indépendantes suivant
respectivement les lois exponentielles de parametres j11 et o .

a) On pose Y = max(Xj, X2). Déterminer la fonction de répartition Fy de Y. En déduire que Y est a
densité et déterminer une densité fy de Y.

b) On pose Z = min(X7, X5). Déterminer la fonction de répartition Fz de Z. Reconnaitre la loi de Z.
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2 Fiabilité

Soit T" une variable aléatoire positive qui représente la durée de vie (c’est-a-dire le temps de fonctionnement avant la
survenue d’une premiere panne) d’un systeme. On suppose que 1" est une variable a densité fr continue sur R et ne

s’annulant pas sur R .
On appelle fiabilité de T la fonction Rp définie sur R par

Vt>0, Rr(t) =P(T > t) =P(T > t) =1 — Fp(t)

ou Fr est la fonction de répartition de 7T'.
1. Soient ¢ un réel positif ou nul et h un réel strictement positif.
La dégradation du systéme sur 'intervalle [¢, ¢ + h] est mesurée par la probabilité P(t < T <t + h).
Exprimer cette quantité a I’aide de la fonction Ry .
2. Montrer que, pour tout réel ¢ positif ou nul,
. Pl<T<t+h)
lim
h—0+ h

= fr(t)

3. a) Justifier que V¢ > 0, Rp(t) > 0.
On appelle taux de défaillance la fonction définie sur R par :

Vi >0, A(t) = ]";7;((?).

b) Soit ¢ la fonction définie sur Ry par: vVt > 0, ¢(t) = In (#(t)) .

Justifier que ¢ est dérivable sur R et que V¢ > 0, ¢'(t) = A(¢).

¢) Déduire I’expression de R a I’aide d’une intégrale contenant la fonction .
4. Soit Z une variable aléatoire réelle positive de densité g continue sur R, admettant une espérance. On pose

Rz(t) =P(Z >t) =P(Z > t) pour tout t > 0.
a) Soit v la fonction définie sur R par v(t) = tR(t).

Montrer que

vt >0, tg(t) = Rz(t) —v'(t)
ol v’ désigne la dérivée de v.

b) Montrer que t—lg—noo v(t) = 0.

+o0
¢) En déduire que Z admet une espérance et que E(Z) = / Rz(t)dt.
0

5. On suppose désormais que 7' admet une espérance. Soit ¢ un réel positif fixé; le systéme ayant fonctionné
sans panne jusqu’a la date ¢, on appelle durée de survie la variable aléatoire T; = T' — ¢ représentant le temps

s’écoulant entre la date ¢ et la premiere panne.

On a donc, pour tout réel x > 0 :
Ry, (z) =P(T; > x) = Ppsy(T >t + )

a) Montrer que, pour tout réel x > 0,
Ry (t + x)
R = ——=

b) En déduire que T; admet une espérance et que

+oo
E(T;) = ! /t Rr(u)du
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Les questions suivantes illustrent les notions introduites précédemment pour des systemes simples.
a) On suppose que 7" suit la loi exponentielle de parametre p. Déterminer la fiabilité et le taux de défaillance.

b) On suppose que le systéme est composé de deux organes 1 et 2 montés en série, dont les durées de vie sont
supposées indépendantes, ce qui implique qu’il tombe en panne des que I’un d’eux tombe en panne.
Soit 7; la durée de vie de I’organe ¢, fr, la densité de sa loi qu’on suppose exponentielle de parametre ji;.
Déterminer la fiabilité du systeme et son taux de défaillance.

¢) On suppose que le systeme est composé de deux organes 1 et 2 montés en parallele, dont les durées de
vie sont supposées indépendantes, ce qui implique qu’il tombe en panne quand les deux organes sont en
panne. On note 7T; la durée de vie de I’organe i, fr, la densité de sa loi qu’on suppose exponentielle de
parametre p;. Déterminer la fiabilité du systeme.

. Soit ¢, g la fonction définie par

L(Bt)"_le_m si t>0

(n—1)!

0 si t<0

Pn,5(t) =

ou B > 0 est une constante strictement positive et n un entier naturel non nul.

a) Vérifier que ¢, g est une densité de probabilité (loi d’Erlang).
b) On suppose que 1" a pour densité ¢,, 3. Montrer que la fiabilité a la date ¢ est

n—1 k
Rr(t)=e P> (5];)
k=0

. Pour 3 > 1etn > 0, on considere v5 , la fonction définie par :

-1 _(t)’
é (%) e (’7) si t>0
wﬁ,n (t) = K
0 si <0
a) Vérifier que 15, est une densité de probabilité (loi de Weibull).

b) On suppose que 7" a pour densité 15 ,. Calculer la fiabilité Ry (t) et le taux de défaillance \(¢) a la date ¢.

¢) Etudier lim A(t) en fonction de la valeur de .
t—+o00

Systéme Poissonien

On considére maintenant un systeéme dont le fonctionnement est défini comme suit : pour tout réel ¢ > 0, la variable
aléatoire V; a valeurs entieres représente le nombre de pannes qui se produisent dans I’intervalle [0, ¢].
On considere que le systeme est réparé immédiatement apreés chaque panne. On notera que pour s < ¢,ona Ng < Ny.

On suppose qu’on a les quatre propriétés suivantes :

(P1)
(P2)

(P3)
(P4)

No=0et0< P(N;=0) < 1pourtoutt > 0.

Pour tous réels tg, t1,...,t, telsque 0 < tg <t < --- < ¢, les variables aléatoires Ny,, Ny, — Ny,,

Ny, — Nyyyo ooy Ny, — Ny

Pour tous réels s et t tels que 0 < s < t, Ny — N, suit la méme loi que N;_; (accroissements stationnaires)
lim P(N, > 1)
h—0+ h

sont mutuellement indépendantes (accroissements indépendants)

n—1

=0

Sous réserve d’existence, on pose pour tout u > 0 et tout s dans [0,1], G, (s) = F (sNu) , avec la convention 09 = 1.

G, est appelée fonction génératrice de N,,.
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1. a) Pour tout u > 0, justifier que G, (s) existe pour tout s dans [0,1] et que
Vs € [0, 1], Z P(N,

b) Montrer pour tous réels u et v positifs ou nuls, et pour tout réel s € [0,1],ona:
Guro(s) = Gu(5)Go(s)
2. Onfixe stelque 0 < s < 1.

a) Montrer que G1(s) > 0.
On pose (s) = —In G (s) et (u) = Gy(s) pour tout réel v > 0.
b) Montrer que 9(k) = e () pour tout k € N .

1
¢) Soit ¢ un entier naturel non nul. En considérant G'1 (s), montrer que (%) —e a0
q
d) Montrer que si p est entier naturel et ¢ un entier naturel non nul, on a ¢ (r) = e "%(%) ol on a posé r = %
e) Pour tout réel u > 0, montrer que Gy, (s) = e ub(s)
indication (non donnée initialement) : introduire la suite de rationnels (uy, ),cn définie par : u,, = Lllogn uf .
G _
f) En déduire que pour tout s € [0,1], lim Gil(s) =1 = —0(s).
h—0t h
3. Montrer par ailleurs que pour tout s € [0, 1],
+oo
_ _ _ k
Gr(s) —1=P(Ny=1)(s = 1)+ Y _P(N, =k)(s" - 1).
k=2
Z P(N, (s —1)
4. Montrer que pour tout s € [0, 1], lim k=2 =0
duep [ ] h—0+ h

P(N,

1
5. a) En déduire qu’il existe o > 0 tel que « = lim ) etque Vs € [0,1[, 0(s) = a(l —s)

h—0t
b) En considérant G1(0), montrer que o > 0.

¢) On fixe un temps u > 0. Montrer que pour tout s € [0, 1],

+o00 +o00 (au
= ZP(NU = k)s* = Ze*a”
k=0 k=0

d) Déduire que pour tout u > 0, la variable aléatoire N, suit la loi de Poisson de parameétre au.
Une famille de variables aléatoires ayant les mémes caractéristiques que la famille (/N¢);>o est un processus
de Poisson et la constante « s’appelle le parameétre du processus de Poisson.

6. Soit 7' la variable aléatoire désignant la date de la premiere panne. Soit ¢ > 0. Comparer les événements
(T > t) et (Ny = 0). En déduire que 7 suit la loi exponentielle de parametre cv.

7. Pour t > 0 réel fixé et pour tout réel h > 0, on pose :
Ny = Nyyp — N

a) Montrer que Ny, est la variable aléatoire qui représente le nombre de pannes survenues dans I’intervalle de
temps |t, ¢ + hl.

b) Montrer que la famille (N h)h>0 est un processus de Poisson de parametre c.

¢) En déduire que la premiere panne survenant apres la date ¢ se produit a une date suivant la loi exponentielle
de parametre «.

d) En déduire que le processus de Poisson a la propriété que, pour chaque date ¢ donnée, le taux de défaillance
du systéme apres ¢ est constant.
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