Exercice 1 (ecricome 2024)
Partie I

1)a)Soit £ € N. Comme X prend ses valeurs dans N*, 'événement (X > k)
est la réunion des événements incompatibles (X = j);>p41.
+00
Donc P(X > k)= Y  P(X =)
j=k+1

+o0
- Z(l —p)"**p en posant n =j —k—1
n=0

+oo
=p(l—p)*> (1-p)"
n=0

1
Zp(l—p)kxm
=(1-p)".
b)Vk € N*, Ry(k) _ (1-p)" —1-p.

Rx(k—=1) (1-p)*!

2)a)Soit k € N*.
Comme X prend des valeurs entieres, X >k —1<= X =k ou X > k.
Ainsi, événement (X > k — 1) est la réunion des événements (X = k) et
(X > k). Par incompatibilité, ona: P(X > k—1) = P(X = k)+P(X > k)
puis, P(X =k)=P(X >k—-1)— P(X > k).
On a donc Vk € N*, P(X =k) = Rx(k—1) — Rx(k).
b)Supposons que Yk € N, Rx (k) = Ry (k).
En faisant k — k — 1, on a alors Vk € N*, Rx(k—1) = Ry(k —1).
La question précédente donne ensuite par différence :
Vk e N*, P(X =k)=P(Y =k) donc X et Y ont méme loi.
Réciproquement, supposons que X et Y ont méme loi. Pour tout k£ € N :
Rx(k) = P(X > k)

+0o0

= Z P(Y =j) car X et Y ont méme loi
j=k+1

=P(Y > k)

= Ry (k).
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Partie 11

.on _+h-1 o+l 1 11
S)a)VneN,(n+1)!— n+D!  (m+D! (n+1)  nl (n+1)!

b)Pour tout n € N*, on a :

n k n 1 1 7 \
(k+1)! :Z (k‘ - (1‘3"‘1)') d’apres 3)a)

k=1 k=1
1 1 tél
== - — r .
1 ) par télescopage
~ k
D’ou ngl}rloo ; m =1
Cette limite est finie, ce qui prouve que la série Z _n converge.
(n+1)!
n>1
00 n
De pl — =1
w3

4)a)D’apres le théoreme de transfert, X + 1 admet une espérance si et

seulement si la série Z(n + 1)P(X = n) est absolument convergente.
n>1
Pour tout £ € N*, on a :

|(k+1)P(X =k)| = (k+1) x i ==

>0
n n 1 n—1 1 n—1 1j
Donc » |(k+1)P(X = k)| :Z(k—l)' =Y =N
k=1 k=1 ’ j:0‘7' j=0 J:

On reconnait la somme partielle d’ordre n — 1 de la série exponentielle de
parametre 1, série convergente.
Donc X + 1 admet une espérance.

En reprenant les calculs faits plus haut, on a :

400 n
E(X+1)=) (k+1)P(X =k) = ngr&oz (k+1)P(X = k)
k=1 k=1
n—1 j
= = lim 1— =el =e.
n—-+00 4 j'
7=0

En écrivant X = (X + 1) — 1, on déduit que X admet une espérance.
Deplus, E(X)=E(X+1)—1=e—1.
b)D’apres le théoreme de transfert, (X —1)(X +1) admet une espérance si et

seulement si la série Z(n—l)(n—i—l)P(X = n) est absolument convergente.
n>1
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Pour tout £ > 2, on a :
[k — 1)k + )P(X = k)| = (h—1)(k+1)x (kfl)! - (:__11)! - (k_lz)!.

>0

—~ k- k-1
DonCZ| —1)(k+1)P( Z _Q(k—l)!

k=1 k:l k
n n—2
1 1 17
S PR D DE T Dkt
ps (k—2)! par
On reconnait la somme partielle d’ordre n — 2 de la série exponentielle de

parametre 1, série convergente.
Donc (X —1)(X + 1) admet une espérance.

En reprenant les calculs faits plus haut, on a :

+oo
E(X -1)(X+1)) =Y (k=1 (k+1)P(X = k)
k=1
‘ n —2 1] )
:ngrfoo (k—l)(k:—i—l)P(X:k:):ngrfoo j| =e =e.

k=1
En écrivant X2 = (X —1)(X+1)+1, on déduit que X? admet une espérance.
De plus, E(X?) =E((X —1)(X +1))+1=e+1.
Enfin, d’apres Koenig, X admet une variance donnée par :
V(X)=E(X?)—E(X)?=(e+1)—(e—1)? =3e— ¢

Partie II1

5)Pour tout k& € N, notons Fj, = < l'appareil fonctionne a l'issue de la
k-eme année .
On peut remarquer que ’événement Fj, se réalise si et seulement si la durée
de vie de 'appareil est supérieure a k. Ainsi, F, = (X > k).
On peut remarquer également que Fy, C Fy_1. Ainsi, Fy, = Fx_1 N F}.
On déduit pour tout k£ € N* :
Rx(k) = P(X > k)
= P(Fy)
= P(Fy—1N Fy)
= PFkﬂ(Fk)P(Fk—l)
=(1—-ap)PX >k—-1)
= (1 —ag)Rx(k—1).
6)Soit k € N*.
On vient de voir que Vi € N*, Rx (i) = (1 —a;)Rx (i —1).

En multipliant membre & membre ces égalités pour i € [[1,k]], on a :
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k k

HRX =] (1 - a)Rx(i—1))
lzl .

HRX =J[[Q-e)][[RxGi-1)
=1 =1

Par télescopage, on déduit :

k
Rx (k) = (H (1- ai)) Rx(0).

i=1
Or, Rx(0) = P(X > 0) =1 puisque X est a valeurs dans IN*.

k
Ainsi, Vk € N*, Ry (k) =[] (1 - ).
=1

Remarque
On pouvait aussi faire une récurrence sur k.

7)Pour tout £k € N*, on a :
P(X =k)=Rx(k—1)— Rx(k) dapres 2)a)

k—1 k
= | (1— o) — H (1 — ;) d’apres 6)
- AR
=J[-e) - —an) ] Q- )
i=1 =1
k—1
=(1-(1 —Oék))H (1 — )
i=1

k—1
= CkkH (1 — Ozi).
i=1

8)a)Si Vk € N*, ay, = p, alors la question 7) donne :

Vk e N*, P(X =k) = pH (1—p) =p(1 —p)* 1. Donc X — 4(p).

k
b)Si Vk € N*, oy = PEeE alors la question 7) donne :

k—1 k—1

k i k 1 o1 k
_— ]_— = = —_— =
k+1£[1( ir1) k+1£[1i+1 K+l K (kD)

P(X =k) =

Et on retrouve la loi de la partie II...
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Partie IV

9)a)On compte le nombre total d’enregistrements de la table ordinateur :
SELECT COUNT (*) FROM ordinateur

b)On ne garde que les enregistrements pour lesquels 'année de panne vaut
un de plus que 'année de fabrication :

SELECT COUNT (*) FROM ordinateur
WHERE annee _ panne = annee _ fabrication +1

¢)Comme on suppose que la durée de vie X d’un ordinateur suit la loi ¢ (p),
on a en particulier : P(X =1) =p.

La fréquence de I'événement (X = 1) est égale au quotient du nombre
d’enregistrements trouvés en 9)b) par le nombre d’enregistrements trouvés
en 9)a). En vertu de la loi des grands nombres, cette fréquence est proche
de p, sous réserve d’avoir un grand nombre d’ordinateurs.

10)11 faut mettre a jour la colonne duree _ vie en y mettant la durée de
vie effective de 'ordinateur lorsque celui-ci n’est plus en état de marche,
c’est-a-dire lorsque 'année de panne est différente de —1 :

UPDATE ordinateur SET duree _ vie = annee _ panne - annee _ fabrication
WHERE annee _ panne <> —1

11)a)Notons X la variable aléatoire égale a la durée de vie d’un ordinateur.
La requéte SELECT AVG(duree _ vie) FROM ordinateur renvoie la durée
de vie moyenne des ordinateurs. D’apres la loi faible des grands nombres,
elle est proche de I'espérance de X, sous réserve d’un grand nombre d’or-
dinateurs.

En supposant que X — ¥(p), on a alors : E(X) =1/p.

Pour trouver une valeur approchée de p, on prend donc I'inverse de la valeur
renvoyée par la requéte.

b)Pour k € [[1,24]], larequéte SELECT COUNT (x)/10000 FROM ordinateur
WHERE duree underline vie = k renvoie la proportion d’ordinateurs
ayant une durée de vie de k années, elle est proche de P(X = k).

Or, pour que X suive la loi géométrique de parametre p, il faut que

VkEe N*, P(X =k+1)=pP(X =k).

Les valeurs successives renvoyées par les 24 requétes doivent donc étre en
progression géométrique de raison p.
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Exercice 2 (ecricome 2024)

Partie I

1)a)Montrons que lim t2e=20—t* = (.
t—+o00

JEEN . _ _$2
On peut déja remarquer que lim e~ 2%~
t—+00

= 0 puisque —2at —t*> ~ —t2.

+0o0

La limite étudiée est donc une forme indéterminée <« +o0o x 0 >.

On transforme I'expression en utilisant la forme canonique de t? + 2at.

2 2 ( 2 2) €a2t2
Vi€ R, o2t = 2e-(+20) — 2o ((ha?=a?) _ €L
e(t+a)
En posant u =t + a, on obtient alors :
2
2
. oat—t2 . e* (u—a
lim t2e72%" = lim %
t—+o00 u—+=400 e
2
. e u? 9 9
= lim —— car(u—a)® ~ u
u—4o0o el +o00
a2
= lim en posant z = u>
z—+oo e¥
= (0 par croissances comparées.
6—2at—t2 9 1
On a donc lim — 55— = 0, ce qui prouve que e20—t" — = ]
t=too 1/t +oo  \t
Remarque

La suggestion du collegue Fréderic Gaunard est un peu plus simple en
écrivant :
vVt € R, t2e—20l—t? — y2o—'5 o= 5 —2at,

2 2
On conclut en justifiant que lim th_t? =0et lim 6_%_2“ =0.
t—+o00 t—+o0o

1 teq
b)e~2at—t* =0 <7§2> et / t—zdt converge (Riemann avec o =2 > 1).
& 1

D’apres le critere de négligeabilité sur les intégrales impropres de fonctions

o0 5
positives, / e~ 201 gy converge.
1
1 ) )
Enfin, / e 20 gt converge car t — e~ 2% est continue sur [0, 1].
0

“+o0o
D’apres la propriété de Chasles, J, = / e 20—t gy converge.
0
Remarque

Attention de bien s’éloigner de zéro lors de I'utilisation de critere de conver-
gence.

too 1
En effet, / t—zdt diverge (en zéro)!
0
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2)Soit = € R.

) —12 _ _ 42 _ _ 42
Remarquons que Vt > z, e2¢(@—1)—1" = g2av—2al—1" _ 20z ,—2al—17

Comme 2% est une constante, vis-a-vis de la variable d’intégration ¢,
+oo 9 +00 )
l'intégrale I,(z) = / 2@~ 4t a méme nature que / e 2=t gy
z T

0
—9at—¢2 oui_¢2 :
Or, / e 297 gt converge car t — e~2%~1" est continue sur [z,0] ou [0, z].
x

+oo
Et / e 2 gt = J, converge d’apres 1)b).
0

+oo

D’apres la propriété de Chasles, / e~ 20—t gy converge.
xX

Donc I,(x) converge.

Ainsi, I, est bien définie sur R.

3)a)D’apres la relation de Chasles, on a :

oo 2 +oo 2 x 2 z 2
T 0 0 0

T “+00

. ogi—12 oy 42

Or, lim e 2t g = e 2 qt = J, car J, est convergente.
Tr——400 0 0

+0o0

En passant a la limite, on déduit : lim e~ 20—t gy — Jo — Ju =0.
r—=+o0 [,

b)Soit € R.

Pour tout ¢t > z, on a du fait que a est positif : 2a(z — t) < 0.

Donc 2a(z —t) —t? < —t2, puis e2alz—t)=t* < o=t par croissance de 1’expo-
nentielle.

En intégrant entre les bornes croissantes x et +00, on a :

+oo 9 +oo 5
/ 2@y < / e tdt.
xX X

Ainsi, Vz € R, I,(z) < / e dt.
xr
¢)On distingue deux cas :
eaq>0
Pour tout z € R, la fonction ¢ — e 2 est positive sur [z, 4+00].
En intégrant selon les bornes croissantes x et +oo :

2a(z—t)—

+o0 )
/ 2@t g1 > cest-a-dire : I,(z) > 0.
x

+o0
Compte tenu de 3)b), on a alors Vo € R, 0 < I,(z) < / et at.

+oo
lim e dt =0 en appliquant la question 3)a) avec a = 0.
r—-+00 x

D’apres la propriété des gendarmes, lim I,(z) = 0.
T—+00
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ea<0
On écrit pour tout Vz € R :

+o00 5 +oo ) 400 )
Ia(.%') — / eZa(z—t)—t dt = / €2a$e—2at—t dt = eZax/ e—2at—t dt.
x z -

“+o0 ;
. gt 12 . 0 sia<0
lim e 2 gt =0 et lim e20% = .
r——+00 z r——+00 1 Sl a = 0

Par produit, lim I,(z)=0.

Tr——+00
Partie 11

4)D’apres le cours, les solutions de I’équation homogene (2) sont les fonc-
tions = — \e?%® ot A € R.
—2at—* ogt continue sur R.
—2a:c—:v2'

5)a)La fonction ¢ — e

Donc F, est une primitive sur R de x +— ¢
2

F, est donc dérivable sur R et Vo € R, F!(r) = e 20027,

b)En reprenant le calcul fait dans la question 3)c), on a pour tout = € R :

+o0o
Ia(x) _ 62(11/ 672at7t2dt
T

Foo 2 z 2
_ e?a:c </ e—2at—t dt _/ e—2at—t dt>
0 0

= €27 (J, — Fu(z)).
c¢)I, est dérivable sur R comme composée, produit et différence de fonctions
dérivables.
Vz € R, I(z) = 2ae** (J, — Fy(z)) + €** (0 — F)(z))
— 2(162(11 (Ja o Fa(l‘)) . 62ax6—2ax—m2
= 2al,(x) — e,
Donc I, est bien solution de ’équation différentielle (1).

6)D’apres le cours, les solutions de (1) sont les solutions de (2) auxquelles
on ajoute une solution particuliere de (1) donc par exemple I,.

Ainsi, les solutions de (1) sont les fonctions = + \e?® + I, (x) ou A € R.

7)a)On suppose a < 0.

On a alors lim €2*® = ( et comme on a vu que lim I,(x) =0, on a par
T—+00 T—+00
: 2ax
somme : lim (e“** + I,(z)) = 0.
T—+00 ( a( ))

Ainsi, toutes les solutions trouvées en 6) conviennent.

b)On suppose a = 0.

Les solutions de (1) sont donc z +— A + Ip(x) ou A € R.

Comme lil}rl Ip(z) = 0, il est nécessaire de prendre A = 0 pour que la
T—r+00
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solution de (1) tende vers 0 quand = — +o0.
La seule solution convenant est donc Ij.
¢)On suppose a > 0

On a alors lim %% = +o0 et toujours lim I,(x) = 0.
T—+00

T—r+00

Pour que la solution de (1) tende vers 0 quand x — o0, il est donc

nécessaire de prendre A = 0.

Ainsi, la seule solution convenant est I;.

Partie II1

1
8)a) X — A <—a, 2). Une densité f de X est donnée par :

2
1 _%< x-IFaQ) 1 _( + )2
\v/xeR,f(;c)zlie Virz) — _— p—(zt+a)®
m

—V/ 27

2
b)Dans le cas olt a = 2, on obtient une gaussienne ayant la droite d’équation
xr = —2 comme axe de symétrie.

]
-5 —4 -3 —2 -1 0 1

+o00
9)a)Le cours donne : Vo € R, P(X > z) = / f(t)dt =

xT

+o0 5
b)I,(z) = / @)=t gy

+oo

:/ €2ax—2at—t2dt
z+oo 2
— / eanef(t +2at)dt
+oo

_ €2ax/ e [(t+a)2—a2] dt

o [T 2
— plaza / 6—(t+a) dt
z

= \/7762‘“”+“2P(X > x) en utilisant 9)a)
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10)a)Par énoncé, Z — .47(0,1). Par transformation affine de loi normale,
la variable aléatoire aZ + ( suit également une loi normale.

aZ + [ suit la méme loi que X

<= aZ + [ et X ont les mémes parametres

{ E(aZ + B) = B(X)
V(aZ + B) = V(X)

aE(Z)+ = —a
= { a2V (Z) =

ax0+8=-a
— a2><1:1
2

N =

B=—a

1
a==14/=
2

1
On peut prendre par exemple o« = \/; et 5= —a.

b)programme Python :

import numpy as np
import numpy.random as rd
def estim_proba(a,x):
num=0
for i in range(10000):
Z=rd.normal ()
X=-a+Z/np.sqrt(2)
if X>=x:
num=num+1
return num/10000

La fonction renvoie la fréquence de réalisation de I’événement (X > z) lors
de 10000 épreuves. Comme ce nombre est grand, en vertu de la loi faible
des grands nombres, cette fréquence est proche de la probabilité théorique
de I’événement (X > z).

11)programme Python :

def approx_I(a,x):
return np.sqrt(np.pi)*np.exp(2*axx+a**2)*estim_proba(a,x)
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Exercice 3 (ecricome 2024)

Partie 1

1)a)M est symétrique donc diagonalisable.
1 1 1 3 3 3
b)M+I=|1 11 |,puis(M+0)?=|3 3 3
1 1 1 3 3 3

On constate que (M + I)? = 3(M + I), ce qui en développant donne :
M? 4+ 2M + I = 3M + 31, soit M?> — M —2I = 0.

Posons P(X)=X?—-X—-2.0Ona: P(M)=M?-M —2[ =0.
Donc P est un polynéome annulateur de M.

c)e D’apres le cours, sp(M) C {racines de P}.

Les racines de P sont —1 et 2. Donc sp(M) C {—1,2}.

Les seules valeurs propres possibles de M sont donc —1 et 2.

x
e B (M)={Ue€ #,:(R) | (M~+I)U=0}.PosonsU = [ y
z
1 11 z 0
M+NHU=0<= (111 y |=|0|=z+y+2=0
1 11 z 0
==y -2
x —y—z
Donc E_1(M) = Yy |le=—y—2z) = Yy ,(y,2) € R?
z z
—1 —1 —1 —1
=<y 1 +z 0 (y,2) € R? 3 = Vect 1 , 0
0 1 0 1
E_1(M) n’est pas nul donc —1 est valeur propre de M.
-1 -1
De plus, 1 , 0 est une famille génératrice de E_1(M).
0 1
Elle est libre (vecteurs non colinéaires). C’est donc une base de E_1(M).
x
o h(M)={U € #3:(R) | (M —2[)U =0}. Posons U = | y
z
-2 1 1 T 0
(M -20U =0 = 1 -2 1 y |=1|0
1 1 -2 z 0

—2z+y+2=0 Ly
= r—2y+2z=0 Lo
r+y—22=0 Ls
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—2z+y+2z=0 Ly

— —3y+32=0 Lo+ L1+ 2Ly
3y—3z:O L3%L1+2L3
{ rT==z
<~
Yy==z
x z
Donc Eq(M) = y | le=y=2z,= z |,z€R
z z
1 1
=qz| 1 |,z€ R} =Vect 1
1 1
E5(M) n’est pas nul donc 2 est valeur propre de M.
1
De plus, 1 est une famille génératrice de Eo(M).
1

Elle est libre (un seul vecteur non nul). C’est donc une base de Ea(M).
d)On effectue la méthode de Gauss.

1 1 0 0 Ly
— 1 10 LQ
—1 1 0 1 L3
1 1 1 1 00 Ly
0 1 2 1 10 Ly L;+ Lo
0 -1 1 0 01 Ls
111 1 00 Ly
01 2 1 10 Lo
0 0 3 1 11 L3 — L2 + L3
3 3 0 2 -1 -1 L+ 3L —
0 3 0 1 1 -2 Lo < 3Ly —2L3
0 0 3 1 1 1 L3 < Lz + L3
3 00 1 -2 1 L+ L1 — Ly
0 3 0 1 1 -2 Lo
0 0 3 1 1 1 Ls
1 00 1 1 -2 1 Ly« Ly/3
010 3 1 1 -2 Lo < Lo/3
0 01 1 1 1 L3« L3/3
P—l
Remarque
1 1 -2 1
On pouvait aussi calculer Pg 1 1 =2 | et vérifier que ca fait I.
1 1 1
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L[ -2 1 01 1
e)D:P_lMPzg 1 1 -2 1 01
11 1 110
L1201 -1 -1 2 L3 0
=zl 1 1 2 1 0 2)=21 0 -3
11 1 0 1 2 0 0
-1 0 0
Donc D = 0 -1 0
0 0 2

f)Remarquons tout d’abord que D = P"'MP <= M = PDP~ .

Soit Z2(k) la proposition : « M* = PDFP~1 s,

2(0) s'écrit : « MY = PDPP~! s ce qui est vrai puisque M? = D% = I.
Soit k& € N. Supposons que (k) est vraie. Montrons que Z(k + 1) est

vraie.

Mk’+1 — MkM
= PD*P~'PDP~! par HR
= pDFpp1!
_ PDkJrlel‘

Donc Z(k + 1) est vraie.
On conclut que Yk € N, M* = PDFpP—1,
g)Soit k € N.

Légalité M* = aj, M + by donne : PD*P~! = ¢, PDP~! + b, PIP~!.

Clest-a-dire, PD*P~! = P(ayD + byI) P~

Puis, en multipliant & droite par P et & gauche par P~ : D*¥ = q;,D + b, 1.

Il reste alors a calculer les deux membres :

-1 0 0\" (- 0 0
DF={ 0 -1 0] = 0 (-1F o
0 0 2 0 0 2k
-1 0 0 1 00
apD+bi I = ay, 0 -1 0 |+b 01 0 =
0 0 2 00 1
) . ) —a + by, = (—1)k
En identifiant : { Sy, + by = 2*
(—1)F+t 4 2k
ap = ——
3
Ce qui mene a :
2(—1)F 4 2k
by ="
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2)a)On remarque tout d’abord que :
1 . . .1 1 . . .1 no. . . n

=1 . ... e e =1 o] =ndy.
1 . . .1 | | no. . . n
Puis, on fait une récurrence.
Soit Z(k) la proposition : « J¥ = nF=1J, ».
P(1) s'écrit : < J, =nlJ, >, ce qui est vrai.
Soit k € N*. Supposons & (k) vraie. Montrons que & (k + 1) est vraie.
Intt = 5T,
= (nk‘*ljn)Jn par HR
L2
=kt (an) d’apres la remarque préliminaire
= nkJn.
Donc Z(k + 1) est vraie.
On conclut que Yk € N*, JF =nk=1],.
b)On a clairement : M,, = J,, — I,.
c)Soit k € N*.
Comme J, et —I,, commutent, la formule du binéme s’applique et donne :
M= (J, - 1,)"
k

-y (5)nent
:(g>$@gﬁ+§;<5>ﬁ@hﬁ”

k

:4;M@+§:<§>ml%@nkmbw@mﬂm
=1

k

:Gmﬁ+<zmﬁ)anﬂmﬁ% d’apres 2)a)

=1
= (—1)kfn + CkJn
= cpdn + (=DFI,.

k
avec ¢ = Z ( Ij > ni=H(—1)F,

=1
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d)On part de 'expression de c.

e (5wt
k

=1

e)Pour une matrice M quelconque de ., (R), notons [M ] i le coeflicient
situé sur la ligne 7 et la colonne j de M.

Utilisons 'expression trouvée en 2)c) et distinguons deux cas :

cit]

[M,’f]” = ¢y [J”]ij + (—l)k[In]ij =cp X 14+ (=1)* x 0 = ¢4.

e = j

[M,’f]ii = [Jn]“. + (—1)’“[In]ii =c x 14+ (=) x1=cp+ (-1
Partie 11

3)Graphes Ko, K3, K4 et K5 :

i

GAG
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4)a)Le coefficient situé sur la i-eme ligne et j-éme colonne de la matrice
d’adjacence de K,, correspond au nombre d’arétes joignant le sommet 7 au
sommet j.

Le graphe K, étant complet et simple, il y a :

— une et une seule aréte joignant le sommet ¢ au sommet j, lorsque i # 7,
— aucune aréte joignant le sommet ¢ au sommet 3.

Ainsi, la matrice d’adjacence de K, est M,,.

b)Dans le graphe Ky, le nombre de chaines de longueur 4 allant du sommet
1 & lui-méme est égal a :
[Mf] L =+ (—1)* d’apres 2)e)

(4= 1"+ (-1)°

= 1 + (=1)*  d’apres 2)d)

81 -1
= 1
1 +

= 21.

5)Le degré d’un sommet de K, est égale au nombre d’arétes issues de ce
sommet. Il vaut n — 1 puisque ce sommet possede n — 1 sommets adjacents
et que K, est complet.

6)Notons S I'ensemble des sommets de K,,. D’apres le lemme des poignées

de mains, le nombre d’arétes de K, vaut :
n

2 deote) = 13- = M)

seS i=1

Partie II1

7)e A 'étape k = 0, on est au sommet 1, ce qui signifie que Xy est certaine
et égale a 1.

On adonc P(Xg=1)=1etVie[2,n]], P(Xo=1)=0.

Ainsi, Vy = (1,0, ...,0).

e Partant du sommet 1, on peut se retrouver apres ’étape 1 sur les sommets
2, ..., n avec équiprobabilité. Donc X; < Z[[2, n]].

Onadonc P(X1=1)=0et Vi€ [2,n]], P(X1=1) =

1 1
Ainsi, V1 = (0 )
msi1, Vi (an_la 7n_1>

n—1
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8)Le coefficient situé sur la i-eme ligne et la j-éme colonne de la matrice
de transition T, est : Px, —) (X1 = J)-

Si i # j, cette probabilité vaut car si on est au sommet ¢ a ’étape

n J—
k, on a une chance sur n — 1 d’étre au sommet j a ’étape k + 1.
Si ¢ = j, cette probabilité est nulle, puisque le modele impose de changer

de sommet d’une étape a ’autre.

1
La matrice de transition vaut finalement T;, = 71Mn
n J—

9)a)Un état stable de la chaine de Markov (X)ken est une matrice ligne
S € M »n(R) qui vérifie ST, = S.

b)VTn_<1,...,1> Lo,

n n/n—1
= L 1 1) M,
_m(,...,) n

1
:n(n—l)(n 1,..,n—1)
(1 1
(2 )

=V.
Donc V est un état stable de la chaine de Markov (X )renN-
10)a)Par la formule des probabilités totales, on peut montrer que
Vk € N, Vi1 = Vi1, c’est-a-dire :

1
VkeN, Vi = Vie My,
n—1
b)On fait une récurrence.
1
Soit Z(k) la proposition : < Vj, = WVO (M,)* >
7 —

P(0) sécrit : <« Vy =V (Mn)0 >, ce qui est vral puisque (Mn)0 =1,.

Soit k € N. Supposons & (k) vraie. Montrons que & (k + 1) est vraie.
1

Vir1 = — 1Van d’apres 10)a)
1 1 N
= My)" M, H
n—lx(n—l)kvo( ) par HR
1 k1
_ (n_l)kHVO(Mn) .

Donc Z(k + 1) est vraie.
On conclut que Vk € N, V; =
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c)Pour tout i € Z, cherchons lim P(Xj =1).
k—+o00

Distinguons plusieurs cas :

o1 <1 <n
P(Xy =1) = [Vi;

1
= [V()(Mn)k} d’apres 10)b)

(n— 1)k
~(n j 1)* [VO (M")kL
= e Wl ()]
j=1
Or, d’apres 2)d) et 2)e), on a :
(n—1)° Z (U sii#1
(n=1) Z(_1)+1+(—1ﬁ sii=1

Apres quelques petits calculs, on déduit en divisant par (n — 1)* :

k
1 1 -1
—( > sii# 1
n n\n—1
1 1/ -1 ’“+ ~-1\* . .
- — — sii =
n n\n—1 n—1

—1 , o —1\"*
Ona:—-1<—— <0, cequi entraine lim = 0.
n—1 k—=+oo \n — 1

P(X), = i) =

Prenons n > 3.

1
Dot lim P(X, =1i) = —.
n

k—+o00
ei>noui<l
Comme X;(2) =[[1,n]], on a: P(X; =i) =0donc lim P(X;=1)=0.

k—+o00
Conclusion :
Soit X — 7% ([[1,n]]).
1

On a alors X(Q) = [[1,n]] et Vi € [[1,n]], P(X =1) = .
Les calculs ci-dessus prouvent que klirf P(Xy=1i)=P(X =1).
—+00

Ainsi, la suite (Xj)ren converge en loi vers X ou X — % ([[1,n]]).
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Remarque

—1 \*
Sin =2, alors < 1> = (=1)* n’a pas de limite quand k — 4oc.
n—

Et il ne peut donc pas y avoir de convergence en loi.
Petite imprécision du sujet donc.

11)Les questions 9)b) et 10)c) prouvent que lim Vj =V.
k—+o0

La chaine de Markov (Xj)ren converge donc vers son état stable.
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