Correction DM4

Exercice 1 (extrait ecricome 2016)

1)a)go est dérivable sur [0, +00[ et Yz = 0 : gy(z) = ——— < 0.

Donc gy est décroissante sur [0, +0o[.

1)b)zEIPm(1 +2)? = +00 donc par inverse, 11_1)1}1“) go(z) = 0.

La tangente 7 en 0 & gy a pour équation : y = g5(0)z + go(0), soit y = —2x + 1.
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2)a)g, est dérivable sur [0, +0o[ comme quotient, puissance et composée de fonc-
tions dérivables et pour tout x =0 :

ne=(In(1 +2))" (1 +2)* = 2(1 + 2)(In(1 + 2))"
(1+2)* )
(In(1 + 2))"'[n - 2In(1 + )]
(1+z)3

gn(z) =

Pour tout z 20:1+2 20, In(1 +2)=0et (1+x)°>0.
Donc gh(z) 20 e n-2In(l+2z) 20 = n = 2In(1 + z).

/ /2

2)b)gk(x)20<=rgzln(1+x)<=>en221+a:4=>x56n -1.

Donc g,, est croissante sur [0, enl? - 1] et décroissante sur [en/Q -1, +oo[.

Cherchons lim g, (x).
Tr—+00

) . (In(1 + )" . (Imt)"
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2)c)D’apreés la question 1)b), g, admet un maximum M,, en e"? 1

nen/2 n n n n\n
On a donc Mn = gn(en/2 - 1) = (1 ((en/z)l) = ( és) = (2_6) .
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Exercice 2

1)a)Q(1) = 0 donc 1 est racine de Q.

La division euclidienne de Q par X — 1 donne : Q = (X — 1)(-X? + 4X —4).
—X? +4X - 4 admet 2 comme unique racine. Les racines de () sont donc 1 et 2.

17 =36 20 49 -116 68
b)On obtient A>=| 5 -8 4 |etA’=| 17 =36 20
1 0 0 5 -8 4
Q(A) = —A® + 5A* = 8A + 4 = 0. Donc Q est un polynome annulateur de A.
¢)On a donc sp(A) C {racines de Q} = {1,2}. 1 4
On trouve E;(A) = Vect (V1) et Fo(A) = Vect (Vo) avec Vi =| 1 |et V=] 2
1 1

E,(A) et E5(A) sont non nuls donc 1 et 2 sont valeurs propres de A.

(V1) est une famille génératrice de F;(A) et libre car constituée d’un seul vecteur
non nul. C’est donc une base de E;(A). De méme, (V5) est une base de E5(A).

dimE,(A) + dimEy(A) =1+ 1 =2 # 3. Donc A n’est pas diagonalisable.
2)Soient vy = (1,1,1), vo = (4,2,1) et v3 = (4,1,0).
a)Le vecteur colonne de f(v;) dans & est AVy. Or, AV; =V, (faire le calcul).
Donc f(vy) = v;. De méme, f(vy) = 2vs.

12
b)AVz =| 4 |donc f(vs)=(12,4,1).

1

f(vg) = avy + bug &= (12,4,1) = (da + 4b,2a + b,a) &= a=1et b = 2.
Donc f(Ug) = vy + 2v3.

c)Pour tous réels a,b et ¢, on a :
avy + bvy + cv3 =0 = a(1,1,1) +b(4,2,1) + c¢(4,1,0) = (0,0,0)

a+4b+4c = 0 Ly

= 4J a+2b+c = 0 Lo
a+b 0 L3
a+4b+4c = 0 Ly

— 4{ 2b+ 3¢ = 0 Loe Li—1y
3b+ 4c = 0 Lg‘—Ll—Lg
a+4b+4c = 0 Ly

— 3 2b+ 3c = 0 Ly
C = 0 Lg‘—3L2—2L3
a = 0 L1

—ib = 0 Ly
c = 0 Lg(—3L2—2L3

Donc € est libre. C’est une famille libre de R® dont le cardinal vaut 3 et coincide
avec la dimension de R®. Donc € est une base de R”.

1 00
d)f(vy) = v1, f(vy) =2vy et f(vg) =vy +2v3 donnent : T=| 0 2 1
0 0 2

e)Récurrence classique. Pour I’hérédité, partir de 1’égalité T =T"T et effectuer
le calcul de produit matriciel en utilisant I’hypothése de récurrence.

n+1
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