Corrigé révisions - séance 1

Exercice
Rappelons que la fonction de répartition F'y de X est :

0 siz <0
1-e™ siz>0

Fx(x) ={

1)a)P(Y <0)=P(|X]<0)=P(X <0)=Fx(0)=0.
Y prend donc ses valeurs dans R, . Ses valeurs sont entiéres par construction.
Donc Y(2) = N.
b)P(Y=k-1)=P(k-1< X <k)
= Fx(k) - Fx(k-1)
_ (1 _ e—Ak) _ (1 _ e—/\(k—l))
“Ak-1) =Xk
=e -e

— 6—)\(!@—1) (1 _ 6—)\) .

)Y (92) = N donc (Y +1)(Q) = N™.
De plus, pour tout Yk € N*, on a :
P(Y+1=k)=P(Y =k-1)

= T ME-D) (1 _ e—,\)

= ()7 (1=,

Donc Y +1 %g(l—e_)‘).

-2
d)Le cours donne : E(Y +1) = — et V(Y +1) = 6—2,
l-e (1-e?)
Par linéarité, (Y +1) = E(Y) + 1.
1 e
Donc E(Y) = E(Y +1) =1 = 1= _
one B(Y) = B(Y +1)= 1= —— =1= —*—
o
Enfin', V(Y +1) = V(Y) donc V(Y) = ———.
(1-e)

Na)Vzr €R, |z] sz <|z]+1donc’0<sa—|z]<1.
Ainsi,ona:0< X — | X| <1, c’est-a-dire 0 < Z < 1. Donc Z(£2) = [0, 1[.
Soit z un réel de [0, 1.

e La formule des probabilités totales pour le systéme complet (Y = k) en 8'écrit :

P(Zsxz)=) P((Zsz)n(Y =k)).
k=0

1. on rappelle que V(aY +b) = a®>V(Y)
2. pour tout x réel, le nombre z — | x] s’appelle la partie fractionnaire de x (cf. essec II 2014)
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Ce qui donne :

P(Z<xz)=) P((X-Y <z)n (Y =k))
k=0

=Y P((X-ksa)n(Y =k))
k=0

+00

Y P((Xsa+k)n(k<sX<k+1))

k=0

+00

Y P((Xsa+k)n(ksX)n(X <k+1))

k=0

Comme z € [0,1[,ona:z+ k< k+1.

Donc I’événement (X < x + k) est inclus dans I’événement (X < k + 1), ce qui
entraine que ((X sz +k) N (X <k+1)) = (X sz +k).

+00

Donc P(Z=<z) =Y P((X <z+k)n(k=<X))
k=0

+00
=Y P(k=X=a+k)

k=0
e On déduit :
+00
P(Z <x) = Z (Fx(x + k) — Fx(k))
k=0
5 (=) 1= )
+00
_ Ak —A(z+k)
2 ()
+00
_ “Ak (1 _ e—M)
k=0
+00

-z 1
1 ) x ——

1-= e—)\x
Ainsi, Vz € [0,1[, P(Z < x) = —

1-e
c)Vz € R, Fy(z) = P(Z < z).
e <0
Z prend ses valeurs dans [0, 1[, ’événement (Z < x) est impossible. Fi;(x) = 0.
..136[0,1[ 1_6—)\:r
La question 2)b) donne : Fy(z) = Too

exr=>1
Z prend ses valeurs dans [0, 1[, ’événement (Z < x) est certain. Fy(x) = 1.
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0 siz <0

-z
On conclut que Fy(x) = 1_% si0<xz<1
1—-e"

1 sizz21

d)e Fy est continue sur ] — 00,0[ et sur [1,+0o[ (fonction constante). Elle est
continue aussi sur [0,1[ car elle coincide sur cet intervalle avec la différence, la
composée et le quotient de fonctions continues.

De plus, 11151_ Fy(z) = 11151_ 0=0,

1—e™
lim F = lim ———— =0,
Jim, Fz(w) = lim 25—
Fz(O) =0.
Donc F; est continue en 0.

De méme, lim Fy(z) = lim 1 =1,
-1 17

1— e—)\z
lim Fz(z) = lim —— =1,
-1~ z—1" ] — e_>‘
Fz(l) =1.
Donc F'; est continue en 1.
Ainsi, F'7 est continue sur R.

e Fy est de classe C" sur ] — 00,0[ et sur [1,+00[ (fonction constante). Elle est
aussi de classe C" sur [0,1] car elle coincide sur cet intervalle avec la différence,
la composée et le quotient de fonctions c'.

Donc F'z est de classe C' sur R, sauf peut-étre en 0 et en 1.

e On conclut que Z est une variable aléatoire & densité.
Une densité f;, de Z s’obtient en dérivant F; aux points ou elle est dérivable,
c’est-a-dire sur R \ {0, 1}.

0 sizx<0
)\e—)\z

Done fy(x) =  si0<r<l
1-—e"
0 siz>1

En 0 et en 1, on peut attribuer® a fz une valeur arbitraire positive ou nulle, par

exemple ﬁ en 0 et 1)\—69** en 1.
0 siz<0
)\e—)\z
Finalement, fz(z) = si0sz<1
1—e?
0 six>1

3. ce choix permet d’avoir f continue sur [0, 1], plus commode pour la question 2)e)
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e)premiére fagon

+00
Z admet une espérance si et seulement si J |zf7(2)| dx converge, c’est-a-dire
— 00

1

si et seulement si J zfz(x)dz converge.
0

Cette convergence est acquise puisque x — xfz(x) est continue sur [0, 1].
Donc Z admet une espérance donnée par :

1 A -z 1 1 e
E(Z)=J 22 — dr = _/\I zxe M dx (%)
1-e 0

1

On fait une intégration par parties sur I ze dzx en posant :
0

ulz) =z V'(z) =X
u(z)=1  o(z)=-
u et v sont de classe C' sur [0,1]. L’IPP est licite et donne :

! A A ! A
J ze “dx N I J )
0 0

{ :|1

1
c )
= l(l—e_A)—e_)‘
3 )
o
En reportant dans (*), on obtient : E(Z) = XTI

deuxiéme fagon
De Z = X -Y, on tire : E(Z) = E(X) — E(Y) par linéarité.

Dou E(Z) =

1
A l-eN
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