Probléme (essec IT 2023)

Remarque préliminaire

Afin de mieux comprendre les notations du probléme, on peut imaginer que X,
représente ’abscisse d’un mobile & 'instant ¢ > 0.

— (H1) : a chaque instant ¢, le mobile est sur I'une des abscisses , , [
— (Hs) : la position future du mobile (& 'instant ¢, ) ne dépend que de la position

présente (a l'instant ¢,.), et pas des positions passées (aux instants tq,...,t,—_1).
C’est le principe du processus de Markov.

— (H3) : la probabilité pour que le mobile soit en ¢ & l'instant ¢ est une fonction
dérivable de t.

— (Hy) : quand ¢ # j, la probabilité pour que le mobile passe de l’abscisse || &
I’abscisse en h unités de temps ne dépend que de h.

Elle est de la forme «; jh + o(h) quand h — 0.

Quand h est proche de 0, on voit donc que cette probabilité est quasi-nulle, ce qui
est logique, puisqu’en un petit intervalle de temps, le mobile n’a pas le temps de
changer d’abscisse.

— (Hs) : la probabilité pour que le mobile passe de I’abscisse | i | & Pabscisse | i | en
h unités de temps ne dépend que de h.

Elle est de la forme 1+ a; ;h + o(h) quand h — 0.

Quand h est proche de 0, on voit donc que cette probabilité est quasi égale a 1,
ce qui est logique, puisqu’en un petit intervalle de temps, le mobile a de fortes
chances de rester la ou il était.

Partie I

1)Soit j € {1,...,n}, soient ¢ et h des réels positifs ou nuls.

Comme X;(?) = {1,...,n}, la famille d’événements (X; = i)i1<;<, forme un
systeme complet. La formule des probabilités totales donne alors :

P(Xepn =j) = ZP((XH—h =) N (X¢ =1)).

2)e Soit i € {1,...,n}. Soient t € S; et h > 0.

Comme t € S;, on a P(X; = i) # 0, ce qui permet de définir la probabilité
conditionnelle P(x,—;.

Comme la famille d’événements (X4, = j)i<j<n €St un systeme complet, on a :

n

> Pixy—iy(Xepn = j) = 1.

j=1

e Soit ¢ € {1,...,n} et soit h > 0. En utilisant I’égalité précédente, on a :
n
1= Pix,—i)(Xe4n = j)
j=1

= Y Pxe=o(Xern =5) + Pixo=i)(Xern =)
je{l,...,’ﬂ},j;ﬁi
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= > (aijh+o0ii(h) + (1+ aiih+o0ii(h)) grice a (Hy) et (Hs)
Je{l,.. n},jsév'

= aigh+ > 0i(h) + 1+ aih+0;(h)
j€{17 ’n} j?él j€{17"‘7n}5j¢i

aigta |h+ Y 0i(h) +0i(h)
JE{1,.. ’n},ﬁél JE{L,...,n},j#i
Enfin, les deux derniers termes sont une somme de fonctions négligeables devant
h en 0. C’est encore négligeable devant h en 0.

Donc 1 e 1+ ;Oéi,j h+ o(h).

e [’égalité précédente s’écrit aussi :

Zai,j h + he(h) = 0 avec hlirgh e(h) = 0.

En divisant par h, on obtient : Vh > 0, Zam +e(h)=0.
j=1
Puis, en faisant » — 07, on obtient : Z a;; =0.
j=1
3)a)Soit j € {1,...,n}. Soient ¢ et h des réels positifs ou nuls.

Pour obtenir le résultat demandé, on doit faire apparaitre la probabilité condition-
nelle Px,—;). Hélas, celle-ci n’existe que si t € S, c’est-a-dire si P(X; = i) # 0.

On pose donc :

I={ie[l,n]|tesS;}.

La question 1) donne alors :
P(Xpin = j) ZP (Xesn =4) N (X = 1))

= ZP (Xepn =§) N (X =) + > P((Xegn = j) N (Xy = i)

iel ¢l -0
= ZP(Xt:i)(Xt-HL =j)P(Xy=1) (%)
il

Dans la deuxieme somme, tous les termes sont nuls.
En effet, pour i ¢ I, on a P(X; = ¢) = 0. Dans le méme temps, on a l'inclusion
d’événements (X4, = j) N (X =14) C (X; =4) qui donne :
P((Xepn =J) N (Xy =1)) < P(Xy = 1), dott P((Xeqn = J) N (X =1i)) = 0.
Pour poursuivre le calcul fait en (x), il faut distinguer deux cas :
e premier cas : j € ]
P(Xipn = j)
= > Pi,—iy(Xeyn = §)P(Xe = i) + Pix,—j)(Xesn = §)P(Xe = j)
i€1,i#]

Nicolas DAMIEN - essec IT 2023 - page 2/ 30



P ie;;éj(ai’jh +0(h)) P(X; = i)+(1 + aj jh + o(h)) P(X; = j)
nSo T =9)+ ‘EIZ# (@ih o+ oh) PIXe = i)+ (og3h + o) P(Xe = 5)

=, P =)+ ;(ai,jh +o(h)P(X, = )

S PXe=13) + iezl(ai,jh +o(h))P(X; = 1) + igzz(ai’jh +o(h)) p(XtO i)
P(Xy=5)+ Y (e jh+o(h)) P(X; = 1i).

i=1

h—0

e deuxieéme cas : j ¢ I

P(Xiyn =7)

=, P(X: =j) —|—;(amh +o(h))P(X; = i)
=0

- i€l igl ——

=0 =0

=, P(Xe =)+ 2_; (i jh + o(h)) P(X; = i).
b)Soit j € {1,...,n}. Soient ¢t > 0 et h > 0 des réels.
filt+h) = fi(t)  P(Xeyn =J) = P(Xy = j)

h h

X

M=

1 . o
Woo h (Ozi,jh + o(h))P(Xt =) grace a 3)a)

=1

3 (aw + )) P(X, =1).

=1
Or, —=~ o o(1) et P(X; =1i) = fi(¢).

En développant et par linéarité de la somme, on déduit :

BB - S e+ 3 pi =

=o(1)
Une somme de o(1) est encore un o(1) puisque o(1) représente une fonction qui
tend vers 0 quand h tend vers 0.

fj(t—’_h})l f] h—0 Zfz Chj +0(1)

Finalement,

lim o(1) = 0 donc lim Lilt+h) = () = ifi(t)ai,j.

h—0 h—0 h

Cest-a-dire f;(?) Zﬂ Q.
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¢)Soit j € {1,...,n}.
La j-eme composante de L est f}(t).

i,y
Qaz,j

Par ailleurs, LG = (f1(t) f2(t)...fn (1))
an,j
La j-eme composante de L;G est : fi(t)aq j+fa(t)ao j+- -+ fru(t)an; = Z filt)au ;.

On a donc L; = L,G.
4)Ur < % ([0,T]). Une densité de Uz est donnée par :

si0<t<T

NI~

g(t) =
0 sinon

D’apres le théoreme de transfert, Z; 7 admet une espérance si et seulement si

+oo
/ | fi(t)g(t)|dt converge.

- -
/ | fi(£)g(t)]dt et / | fi(t)g(t)|dt convergent car ¢ — |f;(t)g(t)| est nulle sur

NS T
] —00,0[ et |T, +o0].

T
/ | fi(t)g(t)|dt converge car ¢ — |f;(t)g(t)| est continue sur [0, T7].

0

+oo
Par Chasles, / | fi(t)g(t)|dt converge, ce qui prouve que Z; 1 admet une espérance.
+oo
E(Z; ) —/ fi(t)g(t)dt
T 400
/ filt)g(t)dt + / fi(t)g(t)dt + / fi(t)g(t)dt

T

T “+o0
:/ £i() ><0dt+/ Fit) % %dt+/ () x 0dt
—00 0

T
1 /7
= — i (t)dt
7| e
5)a)En appliquant la question 3)b) avecn =2et j=1,0n a:
2
= Zfi(t)ai,l
i=1
=a1,1f1(t) + az,1f2(?)
= —afi(t) + bfa(t)

Or, comme n =2, on a X;(Q) = {1,2} donc P(X; =1)+ P(X; =2) =1,
c’est-a-dire fi(t) + f2(t) =1 ou encore fa(t) =1 — fi(t).
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On déduit :

J1(6) = —afi(t) + (1 — f1(0)) = —(a+ B)f(t) +D.

Donc Vt >0, fi(t) + (a+0b)fi(t) = b.

/1 est donc solution de I’équation différentielle 3’ + (a + b)y = b.

b)Résolvons ’équation différentielle (F) : ¢y + (a + b)y = b.

On résout I’équation différentielle homogene associée (Ep) : y' + (a +b)y = 0.

Les solutions sont de la forme t — Be~ (@Dt of 5 € R.

b
Une solution particuliere de (E) est : ¢ — pewa &
a

Les solutions de (E) sont donc de la forme ¢ — p + e~ (@+9 ou g € R.

Comme f; est solution de (F), il existe alors un réel 8 tel que
VE >0, fi(t) =p+ e (@D,

Enfin, f1(0) = « donne p+ 8 = «, soit 8 =« — p.
On déduit :
vt >0, fi(t)=p+ (a —p)ef(‘“rb)t.

Puis, compte tenu que fao(t) =1— fi(t) et q=1—p,ona:
YVt >0, fo(t) =q— (a - p)e_(a+b)t.

c¢)Le plus simple est de distinguer deux cas :

e premier cas : p > «
On a alors min(p, o) = a et max(p, o) = p.

Vt >0, —(a+b)t <0 donc e~ (@0t < 1, puis 0 < e~ (@+0)t < 1,

En multipliant membre & membre par « — p < 0, on a :

0> (a—ple (@)t > o —p

Puis en ajoutant p dans chaque membre : p > p + (o — p)e*(‘”b)t > a,
c’est-a-dire : a < f1(t) < p, ou encore min(p, ) < f1(t) < maz(p, a).

e deuxieme cas : p < «
On a alors min(p,a) = p et maz(p,a) = a.

On part de Vt >0, 0 < e~ (a0t < 7,

En multipliant membre & membre par « —p > 0, on a :

0 < (a—ple @ttt <o —p

Puis en ajoutant p dans chaque membre : p < p + (o — p)e @+t < @,
c’est-a-dire : p < f1(¢) < a, ou encore min(p, ) < f1(t) < mazx(p, a).

Enfin, comme a +b >0, on a lim —(a+b)t = —oc.
t——+o0
Or, lim e*=0.
r—r — 00
Par composition, lim e~ (@+0)t =,
t—+o00

Do lim fi(t)=p.

Nicolas DAMIEN - essec 1T 2023 - page 5/ 30



-7 ], ne
/ ) (a+b)t> dt

T
—(a+b)t
a+b “la+n° ]0

=7
G >) ~(Zavn)]

a—p (a+b)T+ a—-p

~ T EnTe .
R P A T(a+0)
li —(a+b)T _ lim —~—P _.
P T =0 oy =
Par produit, lim ————e (@t?)T =, puis par somme :
T—400 (a + b)
li T) =p.
) =»

6)a)En notant I la matrice identité d’ordre 3, on a;

1 1
o G+-I=G+ — x5I

6 30
. 3 1 2 5 0 0
S 1 2 1 |+[o0o 5 0
30 2 1 -3 00 5
2 1 2
e
30\ 2 1 9

1
G+ 61 a deux colonnes identiques donc son rang est strictement inférieur a 3
(il vaut 2 en fait).

1
Donc elle n’est pas inversible, ce qui prouve que ~5 est valeur propre de G.

1 1 0 1 2
e De méme, GJrl—OI:% 1 1 1
2 1 0

On constate que les colonnes C7, Cy et C3 de cette matrice sont liées, puisque
Ci1—2Cy+C5=0.

1
Cela prouve que le rang de G + 1—01' est strictement inférieur a 3.
1
Donc G + 1—01 n’est pas inversible et T est valeur propre de G.

e Enfin, les colonnes C7, Cs et C3 de G sont liées, puisque C; + Cy + C3 = 0.
Donc le rang de G est strictement inférieur a 3.

Donc G n’est pas inversible et 0 est valeur propre de G.
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b)Vérifions que P est inversible & 'aide de la méthode de Gauss.

1 1 1 Ly

1 -2 0 Lo

1 1 -1 ) I

11 1 L

0 3 1 L2 — L1 — LQ
0 0 2 Ly <+ Ly — Ls

On obtient une matrice triangulaire inversible, puisque ses coefficients diagonaux
sont non nuls. Donc P est inversible.

-3 1 2 1 1 1 0 -3 -5

0
—3 0
0 0 =5

Puis en multipliant membre & membre par P~! & droite, on a :

1 0 0 0
G= 30P 0 -3 0 Pt
0 0 -5

1 1 1 1 0 0 0 10—3—5
—PO =35 -2 0 0 -3 0 |==—=10 6 0
0
0

D GP = —P
onc 30

Remarque
1 1 1

On pouvait aussi remarquer que 1 ], -2 et 0 sont des vecteurs
1 1 -1

propres de G associés respectivement aux valeurs propres 0, T et ~5

G est alors diagonalisable et la formule demandée provient du cours.

3
ofPP=|(1 -2 1 1 =2 0 |=(0
1 0 -1 1 1 -1 0

/3 0 0 /3 0 0
Donc 0 1/6 0 |'PP= 0 1/6 0 0 6 0 |=1I
0 0 1/2 0 0 1/2

w
o
o

(e}
e}
\)

Cela entraine que P est inversible et que

1/3 0 0 1/3 0 0
pl=| 0 1/6 0 |tP=| 0 1/6 0
0 0 1/2 0 0 1/2

—
Oln—l
[\)
=
—_

1
D’ouP—l:6 1 -2 1
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On a bien

Remarque
La ligne de calcul () vient du fait que pour toutes matrices A(t) et B(t), on a :

yi(t)
= | ()
ys(t)
— (e
—PlCp ()
s
=P 'Y (L;G) dapres 3)c)
=P 'G'L,
=P G 'L, car G est symétrique
=P G,
1 0 0 o0
:}T4§6P 0 -3 0 |P'C
0 0 -5
L [0 0 0 yi(t)
=0 =3 0 ya (t)
00 -5/ \ ()
0 0 0 )
1 Y
_ 0 10 O1 yQEtg
_- y3(t
0 0 5
0
1
= _Ey2<t)
1
—Zys(t
693()
yit) =0
1) = ()
2 10
, 1
y5(t) :—Eys(t)

(A)B(1)) = A'()B(t) + A(t)B'(1).

e)e y1, Y2 et y3 sont solutions d’équations différentielles linéaires d’ordre 1.
D’apres le cours, il existe des constantes réelles «, 5 et v telles que

V>0, yi(t) = a, y2(t) = Be 10! et y3(t) = ye~ s
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On a donc P10, = | e~ 10t

1
ye~ st

Puis en mutipliant membre & membre par P a gauche : Cy = P ﬂ(f%t

ves
! «
Pourt=0,ona:Co=P| B |,dou | B | =P 1C,.
v Y
P(X, =1)
e Comme C; = [ P(X;=2) |, on déduit pour tout réel ¢ > 0 :
P(X, =3)
! o+ Be 10t 4 ye~ 5!
P(X,=1) 11 1
P(X,=2) |=|1 -2 o0 Be~ it | = o — 2Be~ 10t
P(X, =3) 11 -1
e~ st o+ Be 10t — e 5t
—1t) _
tilgrnoo P(X;=1) tll+moo (a + Be~ 10t + e ) = q,
lim P(X; =2) lim ( ) = a,
t—+oo t~>+oo
. _ _ . _ _ _ 1y _
t_lgrnoo P(X;=3)= t_lgrnoo (a + Be 10t — e~ ) a.

De plus, comme X;(Q) = {1,2,3},ona: P(X; =1)+P(X, =2)+P(X, =3)=1.

1

En passant a la limite, on obtient : o + o + a = 1, soit o = 3
N . . 1
Ainsi, Vi € {1, 2,3}, tlg_noo P(X:=1)= 3"

T)a)Soit x > 0 et k € N* assez grand.
e La formule des probabilités composées donne :
k k—1
P ﬂ (X%x:z) :P(oni)HPj (X%mzi)
j=0 j=0 ﬂ (X%I = Z)

n=0
k—1

— P(Xo =i JHOP<X1 ) (X%QE - z) Qapres (Hs).

e On remarque ensuite que pour tout entier j € [0,k — 1] :
P (Xip, =i) =P (Xpors =)
(rgom) P07 =) Vi

En appliquant ’hypotheése (Hs) avec t = Ew eth=% — 0,ona:

k—+oco

o

k
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) x ) Bi 1
P(Xi-m:z) <X%x = Z) k_>:+oo 1 +Oéi,ig + O(E) k—>_+oo 1-— ?l’-FO (k)
k

En mutipliant membre & membre les k égalités pour j € [0,k — 1], on a :
k—1 k
A 1
HP N (ijlz:i):<1—ix+o(k>>.
= (=)

k B; 1 k
Ainsi, P X;, =i)| =P(Xo=1) <1Zw+o<)> :
jno( ; ) 0 k k

b)e Soit x > 0. Par définition d’une probabilité conditionnelle, on a :
P((Xo = i) N (Y; > x))
P(Xy =1) '
On a Vinclusion (Y; > z) C (X = 1).
En effet, supposons 'événement (Y; > x) réalisé.
Cela signifie que le premier instant ¢ o X; # 4 est strictement supérieur a x.
Alors, pour tout instant ¢ € [0, [, on doit avoir X; = i.
En particulier, pour ¢t = 0, cela méne a Xy = 1.
Cette inclusion entraine que (Xo =) N (Y; > x) = (Vi > ).
P(Y;
P2
P(X() = Z)

P(Xg:i)(Yi > 17) =

Donc Pix,—)(Y; > x) =

De plus, on a :

k—+o00

k
PY;>z)= lim P ﬂ (X%m = z) par hypothese de I’énoncé
§=0

: : Bi 1\\" .
= lim P(Xy=1) (1 ——=z+o (k)) d’apres 7)a)

k—+o00 k

k
= P(Xy :i)kgrfw (1 - %x+o (i)) .

Pour déterminer cette limite, on repasse par une forme exponentielle.
(1 — %JZ—FO (;))k = exp (kln (1 — %x—Fo <;))>

kEIJIrlOO (%x +o <li>> =0et In(l+z) aors

Donc In (1 — %x +o0 (li)) et —%x +o0 <;> et —%x.

B; 1
1 _ — — ~ — D,
Donc kln ( ksc—i—o ? et Bix

Par ailleurs, lim ef =e 5%,

t—>—,8,i;v
Par composition, lim (1 — @x +o0 1 k =e P (k)
" k—+oo k k

Avec (%) et (xx), on conclut que Vo > 0, Px,—(Y; > x) = e 7=,
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Il reste a se persuader que ’égalité précédente est encore vraie pour x = 0, c’est-
a-dire que P(x,—;(Y; > 0) = 1.
En effet, supposons 1’événement (Xo = ¢) réalisé.
Alors, le premier instant ¢ ou X; # i ne peut pas valoir 0. Il est donc strictement
positif, ce qui réalise I’événement (Y; > 0).

Donc Vz >0, Pix,—)(Y; > x) = e Pz,

e En passant a ’événement contraire, on a d’apres la question précédente :
Vo >0, Pixy—iy(Yi <a)=1—ebi".
De plus, comme Y; prend ses valeurs dans R, on a Vo < 0, Px,—;(Y; <z) =0.

La loi de Y; conditionnée par I’événement (Xo = i) est donc la loi exponentielle
de parametre (3;.

¢)Afin d’assurer existence des probabilités conditionnelles ci-dessous, posons :
I={ke[l,n] | P(Xo=k)#0}.

Soit z > 0.
La formule des probabilités totales pour le systéme complet (X = k)1<g<p s’écrit :

P(Y > ) ZP (Y >2)n(Xo =k))

:ZP (Y >2)n(Xo=k))+ > P((Y >z)n(Xo =k))
kel k¢l
=" P(Xo = k)P(xy=iy(Y > )
kel
Or, si (Xo = k) est réalisé, on a Y = Yj. puisque Vt > 0, X; # k <— X; # Xo.

=0

Donc P(Y > ) = > P(Xo = k)P(xy=1) (Y > 1)

kel

= P(Xo =k)e " daprés T)b)
kel

= P(Xo=k)e ™+ P(Xg=k)e "
kel k¢l M

=0

> P(Xy = k)e
=1

d)La question précédente donne :

Vo >0, P(Y <z)=1-) P(Xo=k)e

k=1
Par ailleurs, comme Y prend ses valeurs dans R4, on a : Vo <0, P(Y <z)=0.
En notant Fy la fonction de répartition de Y, on a donc :

0 six <0
Fy (z) = 1= P(Xo=k)e ™ siz>0
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e Fy est continue sur | — 0o, 0] comme fonction nulle.

Pour tout k € [1,n], la fonction = + e~P*% est continue sur [0, +o0l.
Fy est donc continue sur [0, +0o[ comme somme de fonctions continues.
Donc Fy est continue sur R* et continue & droite en zéro.

Par ailleurs, lim Fy(xz)= lim 0=0,
o

z—0~

n
et Fy(0) = ZP Xo=k) =0 car (Xo = k)1<k<n est un systéme complet.
k=1
On a donc lim Fy(xz) = Fy(0), ce qui prouve la continuité & gauche de Fy en 0,
r—0—
puis la continuité de Fy en O.
Ainsi, Fy est continue sur R.
e Iy est de classe C! sur | — oo, 0] comme fonction nulle.

Pour tout k € [1,n], la fonction z — e=#*® est de classe C'* sur [0, +o0|.
Fy est donc de classe C* sur [0, +oo[ comme somme de fonctions C*.
Donc Fy est de classe C! sur R, sauf peut-étre en zéro.

e On peut donc conclure que Y est une variable aléatoire a densité.

Une densité fy de Y s’obtient en dérivant Fy aux points ou elle est dérivable,
c’est-a-dire sur R*.
En 0, on pourra prendre pour fy une valeur arbitraire positive ou nulle.

0 six <0
Donc fy(z) = ZP(XO — k)Bre P siz>0
k=1

En prenant par exemple fy (0) = 0, on a alors en recollant les formules :
0 sixzx <0
fr(z) = ZP k)Bre BT six >0

+o00
e)Y admet une espérance si et seulement si / ’33 fr (;c)‘dx converge.

Comme fy est nulle sur | — 00,0] et que & — xf,(x) est positive sur [0, +oo[, on

+oo
est ramené & montrer la convergence de / x fy (x)dx
0

Pout tout réel A >0, on a :

/OAxfy(x)dxz/ (ZP k) Bje~Px: )dm

A n
:/ > P(Xo = k)aBre " da
0
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0 siz <0
Pour tout k € [1,n], posons gi(x) = { Be= P siz >0
Il s’en suit :
A n A
/ zfy (x)dx = Z P(Xy = k)/ xgy(z)dx
0 0

n A
= Z P(Xy = k)/ xgr(zx)dx car gi est nulle sur | — oo, 0[

+o0 1
Enfin, / xgr(x)dx converge et vaut E(Wy) = — ou Wy, — &(Sk).

oo Bk
A 1
Donc lim rgr(x)dr = —.
P [m gk () B
A
Par opérations sur les limites, lim zfy (x)dx existe et est égale a
A——+oo 0

= 1
Z P(Xo=k)x —.

. B

k=1

A
Donc / x fy (x)dx est convergente, ce qui prouve que Y admet une espérance.
0

n

De plus, E(Y) = Z w.
k=1 B

Comme Vk ¢ I, P(Xy = k) =0, on peut se limiter aux indices k de I.

P(Xo = k)
B

Donc E(Y) = Z

kel
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Partie I1

8)a)Réutilisons I = {k € [1,n] | P(Xo = k) # 0}.
Pour tout réel s > 0, pour tout j € [1,n], la formule des probabilités totales pour
le systeme complet (Xo = k)1<g<n, donne :

P(X,=j) =Y P((Xo=Fk)N(X.=3))
k=1

=Y P((Xo=k)N(Xs=4) +Y_ P((Xo=k) N (X =15))

kel k¢l

=D~ P(Xo = k) Py (X = )
kel

= P(Xo = k)my;(s)

kel

= ZP(XO = k)mk,j(s) + ZP(XO = k)mhj(s)

kel kel

=0

=0

I
NE

P(XO = kz)m;w- (S)

E
I

1

[
NE

Lolk]my ;(s)

I

—
=~ i
o [l

M(s))[j]-

Donc Vs > 0, Ly = LoM(s).

b)Soient i, j et k dans [1,n] et r € S;.

Distinguons deux cas :

e premier cas : P((X, = i) N (X;4s =k)) =0

D’une part, on a: (X, =) N(Xpqs = k)N (Xpgstt =7) C (X =) N (Xpps = k).
Donc 0 < P((X, = )N (Xpys = k)N (Xpjspe =) < P((Xr =0) N (Xpis = k).

=0

Et on déduit que P((X, =) N (X5 = k) N (Xpqsqe =) = 0.
P((Xy =i) N (Xpys = k)
P(X, =1)

(on remarquera au passage que la probabilité conditionnelle est bien définie car
par énoncé, on a r € S;).

Finalement, P (X, = )N (X;ps = k)N (Xpjsqe = J)) = P(Xy = i)m i (s)my (1)
e deuxiéme cas : P((X, =) N (X,4s =k)) =#£0

P((X, =) N (Xpps = k) N (Xpyspt = J))

(X, =)N(Xro=h)) (Xrgsrt = HP((Xr =) N (Xpys = k)

= Pix, =) (Xoqspt = HP((X, =) N (X5 = k)) dapres (Hy)

D’autre part, m; (s) = Pix,—i)(Xris = k) = =0
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= P(XH.S:k)(XrJrert = j)P(Xr = i)P(XT:i)(XTJrs = k)
=my ; () P(X, = i)m,; x(s)

Dans tous les cas, on a bien :
P((Xr =) N (Xpgs =k) N (Xpgst = ])) = P(X, = i)m; x(s)mu ;(1).

La formule des probabilités totales pour le systeme complet (X,4+s = k)i<i<n
donne enfin :

P((Xr = 1) N (Xr+s+t = ])) = Z P((Xr = 1) N (Xr+s = k) n (Xr+s+t = ]))
k=1

= Z P(X, = i)m;(s)my ;(t)

k=1
= P(X, = z)z my g (8)mu ; ().
k=1

c)Soient s et ¢ des réels positifs. Soient ¢ et j dans [1,n].

e le coefficient (7,j) de M (s)M(t) est :
> miw(s)me ;i (t).
k=1

e le coefficient (i,7) de M(s+1t) est :

P((X, =) N (Xpsapi=)
P(X, =1) ’

mi (s +1) = Pix,=i) (Xrtstt=j) =

Il ne dépend pas de r d’apres les hypotheses (Hy) et (Hs).

On va donc choisir r de sorte que P(X, = i) # 0, pour pouvoir donner un sens
aux formules précédentes.

C’est possible de trouver un tel r, grace a I’hypothese (Hs) qui suppose que la
fonction t — P(X; = i) n’est pas la fonction nulle!

P((Xr = Z) N (XrJrert:j
P(X, =)

D’apres la question 8)b), on a :

) _ imi,k(s)mk,j(t)'
k=1

Ainsi, pour tout couple (i, j) € [1,n]?, les coefficients (4, ) des matrices M (s +t)
et M (s)M(t) sont idetiques.

Donc M (s+t) = M(s)M(t).

d)Soit ¢ > 0 un réel.

Soit (k) la proposition : <« M(kt) = (M(t))k >.

Montrons que & (k) est vraie pour tout k € N*.

P (1) s'éerit : « M(t) = (M(t))1 >, ce qui est vrai.

Soit k € N*. Supposons Z(k) vraie, montrons que Z(k + 1) est vraie.
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M((k+1)t)

M (kt+1t)

M(kt)M(t) grace a 8)c)

(A4(t))kﬂ4(t) par hypothese de récurrence
k+1

= (M@®)".

Donc Z(k + 1) est vraie.

On conclut que ¥t > 0,k € N*, M(kt) = (M(t))".

9)a)Un premier programme possible :

import numpy as np

def transition(t,G):
n=len(G)
I=np.eye(n)
A=I+(t/1000)*G
B=I
for k in range(1000):

B=np.dot (4,B)

return B

Ou plus simplement, si on se souvient de la fonction matrixpower :

import numpy as np
import numpy.linalg as al
def transition(t,G):
n=len(G)
I=np.eye(n)
A=T+(t/1000) *G
return(al.matrix_power(A,1000))

b)C’est une question un peu délicate. Quelle que soit la méthode utilisée, il est
indispensable d’utiliser la question 8)a) qui permet de construire la loi de X a
partir de la matrice de transition M (s) :

Vs >0, Ly = LoM(s).

Voici ma proposition :

import matplotlib.pyplot as plt
def traceLoi2Xt(G,LO,tmax):
n=len(G)
temps=np.linspace(0,tmax,1000)
for i in range(n):
position=[]
for k in range(1000):
loi=np.dot (LO,transition(temps[k],G))
position.append(loil[i])
plt.plot (temps,position)
plt.show()
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Explications

e on crée un vecteur temps a pas constant formé de 1000 composantes uni-
formément réparties entre 0 et tmax,

e pour chaque valeur de ¢ comprise entre 0 et n-1 :

— on crée une liste, intitulée position, dont les composantes en fin de deuxieme
boucle seront égales & P(X; = i) ou ¢ est un instant de la subdivision temps,

— pour chaque valeur de k comprise entre 0 et 999, on crée la matrice ligne loi
qui représente la loi de Xyepmpspry, on lui extrait sa i-eme composante loili] qui
représente la probabilité P(Xtemps[k] = z) et qu’on ajoute a la liste position grace
a la commande append.

Une proposition plus élaborée d’un collegue (Stéphane Preteseille) :

import matplotlib.pyplot as plt
def traceLoi2Xt(G,LO,tmax):
n,n=np.shape(G)
temps=np.linspace(0,tmax, 1000)
L=np.zeros([n,1000])
for k in range(1000):
L[:,k]=np.dot(LO,transition(temps[k],G))
for i in range(n):
plt.plot(temps,L[i,:])
plt.show()

Explications

e On crée une matrice L a n lignes et 1000 colonnes :

— une colonne donnée est la loi de X; a un instant ¢ de la subdivision temps,

— une ligne ¢ donnée est constituée des probabilités P(X; = i) ou ¢ parcourt la
subdivision temps.

e Dans la premiére boucle, on construit la matrice L colonne par colonne grace a
la commande L[ :k]=...

Puis la matrice étant construite, on extrait chacune des lignes L[i, :].

¢)Ce graphique représente les fonctions f; : t — P(X; = i) pour i € [1, 3].
Initialement, on a : P(Xg=1)=0.5 P(Xy=2)=0.3 et P(Xo=3)=05

Pour ¢ grand, on a : P(Xy =1) = P(Xy =2) = P(X, = 3) &~ 1/3, ce qui confirme
que Vi € [1, 3], tllgl P(X; =1) =1/3 (voir question 6)e)).

0.50 1

0.45 A

0.40 1

0.35 A

0.30 A

0.25 1

0.20 1

100

o
=]
&
8
8

Nicolas DAMIEN - essec IT 2023 - page 17/ 30



d)programme complété :

def simulX(t,k,L0,G):
listeDesT=[];
listeDesX=[]
Mt=transition(t,G);
Lt=L0
for i in range(k+1):
listeDesT.append (i*t)
p=rd.random()
s=Lt [0]
j=0
while p>s:
j+=1
s+=Lt [j]
Lt=np.dot(Lt,Mt)
listeDesX.append(j+1)
plt.plot(listeDesT,listeDesX);
plt.show()

Explications
o listeDesT est la liste constituée des instants 0, ¢, 2¢,--- | kt.
On part de la liste vide, puis on la construit de proche en proche a l'aide de la
commande append.
e La liste Lt ! est évolutive.
Initialement, elle vaut Lq et représente la loi de Xj.
Puis, elle vaut Ly, Loy, ..., Liy.
Pour tout i € [0, %], L;; représente donc la loi de Xj;.
Comment faire évoluer la liste Lt ? C’est en servant des questions 8)a) et 8)c).
En effet, on a :
L1yt = LOM((i + 1)t) d’apres 8)a)
= LoM (it +t)
= LoM (it)M(t) d’apres 8)c)
=L;M(t) dapres 8)a).
Aussi, la troisieme ligne & compléter est : Lt=np.dot(Lt,Mt)
e On utilise deux variables :
— une variable p, réel aléatoire de [0,1],
— pour tout ¢ € [0, k], une variable s cumulant les probabilités de la loi de X,
ce cumul s’effectuant par la commande s+=Lt][j].
Du fait de ce cumul, il est logique d’initialiser la valeur de s.
La premiére ligne & compléter est : s=Lt[0]
e Il reste a construire listeDesX, liste constituée d’une simulation de chacune des
variables aléatoires Xg, X;, Xo¢, ...y Xps.

Pour obtenir une valeur aléatoire de X;;, on compare p et s.
La deuxieme ligne a compléter est : while p>s.

1. je trouve que le concepteur devrait plutot appeler L car la lettre t est déja prise
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En effet :

—sip € [0, P(X;: = 1)], on ne fait pas la boucle et on considere que X;; = 1,
——
Lt[0]

—sip€]P(Xy=1),P(X; = 1)+ P(X;: = 2)], on considere que X;; = 2 car

Lt[0] Lt[0] Lt[1]
la longueur de l'intervalle est P(X;; = 2),

—sip€]P(Xy=1)+--+P(Xyy =1), P(Xyy = 1)+ - -+P(X;; = n)], on considere
—_——

Lt[0] Lt[n—2] Lt[0] Lt[n—1]
que X;; = n car la longueur de l'intervalle est P(X;; = n).

Enfin, si la boucle while est faite j fois, c’est que X;; = j + 1, d’'ou la commande
listeDesX.append (j+1).
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Partie II1

( (—a—B)? a(-a—B) Bl-a—7) )
10)a)On a déja : G? = 0 0 0 =(—a—-p8)G
0 0 0

Soit (i) la proposition : « G* = (—a — §)71G ».
Mountrons par récurrence que Z(i) est vraie pour tout ¢ € N*.
P(1) écrit : « G = (—a— B)°G >, ce qui est vrai.
Soit 7 € N*. Supposons &(i) vraie, montrons que (i + 1) est vraie.
Gitl — @
= G(—a—B)"'G par hypothese de récurrence

= (~a - p)c?
=(-a=p8)"(~a-p)G
= (—~a— p)'G.

Donc Z(i+ 1) est vraie.
On conclut que Vi € N*, G* = (—a — 8)"71G.
b)Soit k € N* et t € R.

t
Comme I3 et gG commutent, la formule du bindéme s’applique et donne :

k k %
t B k\ it
(seze) =2 (7)) 5 (39)
. ,

2 (1) () o
()G oo () @ e
- [_ () (1) ramsrca-mt| + g
i[5 (1) ()]st o
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La formule du binéme donne enfin :
k k £\* k k » A\ N
§<i)<<a+ﬂ)k> ;(i)ﬂc ((a+6)k> (1(a+5)k> .

En reportant dans (x), on déduit :

> < i ) (li>i(aﬂ)“ - (1_(a+ﬂ)’i)k.

a+p

e Des calculs précédents, on déduit que :

- <1(a+5);)k

oy G (x*x%)

k
t
Vk € N*,Vt € R, <Ig, + kG> = I3+
" k
De plus, on sait d’apres (xx) que M(t) = lim (Ig + G) .

k— 400 k

k
t
ce qui incite a chercher lim (1 — (a+ B)k) .

k——+oco
t\* t
Or, (1 - (a+5)k> = exp <kln (1 — (« +B)k>>'
kEI—iI-loo —(a+,3)% =0etIn(1+z) oty donc In (1 —(a+ ﬁ);) e —(a+,8)%

Puis, k1n (1 — (a+ B)Z) ~ —(a+ B)t, ce qui signifie que :

k— 400

k—4o0

lim kln (1 — (« +ﬁ)2) = —(a+ B)t, puis :

Jim <1 ~ (ot 5)Z>k — lim eap (mn (1 —(a+t ﬁ)Z)) = exp(—(a + B)).

k—+oo k——+oo
En passant & la limite dans (* * %), on conclut que :

1— exp(—(a + ﬁ)t)

G, c’est-a-dire :
a+f

k
. t
kEI-ir-loo (I3 + ]CG> - 13 +
1 —exp(—(a+ B)t)

G.
a—+p

VE>0, M(t) =I5+

d)D’apres la question 8)a), on a :
YVt >0, Ly = LoM(t)

1 <I3 N 1 —exp(—(a+ B)t) G)

a+p

1— exp(—(oz + ,@)t)

=1L
ot a+p

LoG  en distribuant
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En remplagant Lg et G par leur forme matricielle et en calculant le produit, on a :
1 —exp(—(a+ B)t)

Li=(1 0 0)+ " (—(a+pB) a B)
_ ( | (a4 B) x 1— expOE;(;—l— B)t) . 1— expOE;(Z—I—,B)t) 8 x 1— empi;(;—l—ﬁ)t) )
= ( exp(—(a + B)t) ﬁ (1 —exp(—(a+B)t)) o/%ﬁ (1 —exp(—(a+pB)t)) )
En identifiant, on conclut que :
P(Xy=1) =exp(—(a+p)t)
P(X;=2) =- i 5 (1= eap(~(a+B)1))
PX;=3) = o f_ 3 (1- e:vp(—(a + B)t))

e)Pour tout ¢ > 0, notons X; I’état dans lequel est le débiteur.

X () ={1,2,3} et la loi de X; est donnée par la question précédente.

On a en particulier : P(Xg = 1) = exp(—(a + 8) x 0) = 1, ce qui montre que
Pévénement (Xy = 1) est certain, (ce qui est logique, puisqu’a I’état initial, le
débiteur est en cours de recouvrement donc dans I’état 1).

Soit Y7 la variable aléatoire égale au premier instant ¢t ou X; # 1.

Y1 représente le temps passé en recouvrement.

Comme P(Xy =1) # 0, la question 7)b) s’applique.

La loi de Y7 conditionnée par 1’événement (Xo = 1) est alors une loi exponentielle
de parametre (.

L’événement (Xo = 1) étant certain, cette loi conditionnée est tout simplement la
loi de V7.

AiHSi, Yl — g(ﬂl) avec ﬂl = —01,1 = 7(704 — ﬂ) =a+ ﬂ
1
0

1 -1 0 1 -1 0 1 1 -2 1
11)a)A% = = 1 -1 0 1 -1 |== 4 1 -5
Y\ 24 0 4 4 0 4 9\ Z20 4 16
1 -3 -3 6 9 1 -2 1 1 1 -1 0
A3—2A2+A:E 24 -3 -21 -9 4 1 =5 +§ 0o 1 -1
—84 24 60 —20 4 16 -4 0 4
1 [/ -3 -3 6 1 -2 1 1 =1 0
=5 24 -3 -21 | -6 4 1 =5 |+9 o 1 =1
[\ -84 24 60 —20 4 16 -4 0 4
1 [/ -3 -3 6 -6 12 -6 9 -9 0
=5 24 -3 -21 |+ -24 -6 30 + 0 9 -9
|\ -84 24 60 120 —24 —96 -36 0 36

D'ou A3 —2A4%2 + A =0.
Soit le polynoéme U(z) = 2® — 222 + z. D’apres ce qui précede, on a : U(A) = 0,
ce qui signifie que U est un polynéme annulateur de A.
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b)U(z) = z(2? — 22 + 1) = z(z — 1)%.

D’apres I'indication de I’énoncé, on a donc :

k
vz € R, (1 + Zaz) =Q(z)z(x — 1) + az® + bz + c.

Pour = = 0, on obtient : ¢ = 1.
o\ F
Pour x = 1, on obtient : (1+k> =a+b+c.

c)e En dérivant (x), on a :

k-1
Vz e R, k x % X (1 + Zm) = Q'(z)U(x) + Q(z)U'(x) 4+ 2ax + b, c’est-a-dire :

k—1
VzeR, 0 (1 + Zx) = Q' (z)z(z —1)? + Q(z)(3z* — 4z + 1) + 2az + b.

Pour z = 1, les polynomes z(z — 1) et 322 — 42 + 1 s’annulent, ce qui donne :

0 k—1

e Compte tenu de la question précédente, on a donc le systeme :

0 k
a+b+c= <1+>

k
g\t
2a+b:9(1+)
k
c=1
N
Ce qui entraine :

9 k—1
2a+b:9(l+k> Ly

g\ F1 o\ *
Lg—leonne:a:9<1—|—k) —<1+k) +1

0 k 0 k—1
2L1—L2d0nne:b:2<l+k> —9<1+k> —9.

d)e L’égalité (x) de la question 11)a) donne en remplagant = par A :

k
Vo € R,Vk € N*, (Ig + ZA)
=Q(A)U(A) +aA? + bA+ cl;

——
=0

—(0+H T -+ )24 20+ -0+ DT -2) A+,

En remarquant que G = —aA, on a tout intérét a prendre § = —at, ce qui donne
pour tout £ € N* et tout réel t > 0 :

k
(13 + ZG) — alk, ) A2 + b(k, ) A + I
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ot a(k,t) = (—at( et %)kJrl) et bk, t) = (2 (1—2t) ot (1— o) 72).

En faisant la méme méthode que dans la question 10)c), on a :

: N : N D
kgr-ir-loo(l_%) _eaetkgr-‘?oo( _%) e
Dou lim a(k,t) = —ate ™ —e ™ +1=1—(1+ at)e™™
k—+oc0

et lim b(k,t) = 2e" + ate™ — 2 = (2 + at)e ! — 2.

k— 400

On déduit finalement :

k—+oo

k
lim <13 + ZG) = (1-(14at)e ) A%+ (24 at)e " —2) A+ I3, cest-a-dire :

M(t) = (1—-(1+at)e ) A* + ((2+ at)e " —2) A+ Is.

e D’apres la question 8)a), on a :
Vt >0, Ly = LoM(t)
=Lo((1—(1+at)e ™) A% + (2 + at)e™* —2) A+ I3)
=(1-(1+at)e ™) LoA® + ((2+at)e™ " —2)LoA+ Lo.
1 2 1

OrnLeA=-(1 0 0)( 4 1 —5|=2(1 -2 1),

9 20 4 16 9

) 1 -1 0 1
et LeA=-(1 0 0)f 0 1 -1 ]=-(1 -1 0)

3 4 0 4 3
Ce qui donne en substituant :

_ —at —at _

Ltzl (1+ at)e (1 9 1)+(2—|—at)e 2(1 4 0)+(1 0 0)

9 3
I1—(1+at)e ™  (2+at)e > -2 21 —-(1+at)e ™) (2+at)e -2 1—(1+at)e™
B 9 * 3 b 9 - 3 ’ 9

Ainsi, on a :

1—(1+at)e ™ N (2 + at)e” ™ —2

P(X;,=1)= 5 3 +1
1—(1+at)e  +3((2+at)e™® —2) +9
- 9
4+ (3(2+at) — (1+at))e o
- 9
A+ (5+2at)e
9

4 —(4+at)em
B 9

De méme, on a : P(X; = 2)

1—(1+at)e

Et P(X; =3) = 5
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Partie IV

/3 —1/3 1/3
124= 0 1/3 -1/3 |.

—4/3 0 2/3
T U Y Y O O U
A 3713737373 7
_]1
Z\a2|—|0|+f - _0+er1:2

g 3 3~ 3

Z\a |=|-= +|0|+ o O
A I 373 3° 7

2
On déduit : ||A|| = max <1, 3,2) =

13)Soit t > 0.

a)Par énoncé, M(t) = (m; ;(t)) ou V(i,j) € [1,3]%, m;;(t) = Prx, =i (Xrts = ),
en prenant bien soin de prendre r € S;, c’est-a-dire P(X, = i) 75 0, de sorte a bien
définir la probabilité conditionnelle.

On sait que c’est possible de trouver un tel réel r, puisque u — P(X, = i) n’est
pas la fonction nulle, grace & hypothese (Hs).

Pour tout 4 € [1, 3], on a alors :
3

3 3
> Imi (O] = > [Pixt,=i(Xpir = §)| =Y Pixt,—iy(Xope = j) = 1
Jj=1 j=1 j=1
car ((XTH = j)i<j<3 est un systéme complet.
On déduit : ||A]| = maxz(1,1,1) = 1.
1 sii=j
b)Posons G = (i ;) ij)e[1,n]? €t In = (0i5)i,5)e[1,n]> avec d;; = { 0 sitj

t t
Le coefficient (7, 7) de la matrice I,, + EG est : d;; + —

kai’j.
Pour tout 4 € [1,n], on a alors :
- t t t
Z Oing + 10| = |Oni + p i) Z |96 g
Jj=1 JE[1,n],j#i
t
=114+ %ai,i + Z 7045 car 5771 =0et 6i,j =0siz 7£ ]
Jell,n],j#i
t t
=1+ Eam + Z —ayj cart>0,k>0et a;; >0 puisque ¢ # j

Jell,n]i#i

t
Comme o ; <0, le signe de 1+ Eai,i est indéterminé.

t
Mais le fait que klim (1 + aiyi) = 1 assure qu’en prenant k assez grand, on
—+0oo

k

t
I+ -,

t
=14 0.
A + -y,

k

t
aura 1 + Eam > 0 et ainsi
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t
Donc Vi € [1,n],3k; € N* Vk > k;, 1+ %am > 0.

t
En posant K = mazx k;, on a alors : Vi € [1,n],Vk > K, 1+ 7 Gt >0

t
k

t

=1
+k

donc |1+ —ay; 0 4.

En prenant k& > K, on a alors pour tout ¢ € [1,n] :
n
t t

2 2 Foit D %0‘”

Jj=1 JE1,n],j#
14 + 0>
A X %,]

Jje[1,n],j#1
t n
=1+ %jg_l Q.5

9,5 +

Q45

n
=1 car Z a; ; = 0 d’apres la question 2).
j=1

Donc pour k assez grand,

t
n+ =Gl =1.
I+kGH

14)Soient A = (a; 7). j)ep,n> et B = (bij).5)e,n]?-

a)A+ B = (ai; + bij)(j)eftng?-

Pour tout (,ji) € [1,n]?, on a d’apres I'inégalité triangulaire :
|aij + bijl < laij| + [bijl.

En sommant ces inégalités pour j € [1,n], on a :

n n
Vi € [1,n], Z la; ;j +b; ] < Z (las | + 1b:,5]), c’est-a-dire :

j=1 j=1

n n n
Vie [Lnl, > lai;+bil <Y lais|+ Y [bil.
j=1 j=1 j=1

n n
Or, par définition, on a Vi € [1,n], Z la; ;| < ||A]l et Z |b; ;1 < || Bl
j=1 j=1

Done Vi € [1,n], Y la;; +bij| < ||Al| + ||B]|.
——

—
J constante

n
On conclut que mag Z:l lai,; + bij| < ||Al| + [|B]|, c’est-a-dire :
=

1A+ Bl < [|A]| + [| BI|-
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n
b)Par définition du maximum, il existe ig € [1,n] tel que ||A|| = Z |, 5]
j=1

n
Par ailleurs, Z Z la; ;| > 0.

i€[1,n],izio =1

n n
Donc ||4]] < Z laiy.;| + Z Z la; ;|, c’est-a-dire :

j=1 i€[1,n],idio 5=1

n n
HAI <D0 ail.

i=1 j=1

c)e AB = (cij)(ij)e[1,n]? aVeC C;j = Zai7kb;€)j.
k=1

n
D’apres l'inégalité triangulaire, on a pour tout (i, j) € [1,n]?, |c; ;| < Z |a; ibr. |

k=1
ou encore :

n
|Cuj|f§§£:\aakﬂbmjy
k=1
En sommant ces inégalités pour j allant de 1 a n, on a :
n n n
Vie[Ln], > leil <D0 laillbeg| (1)
j=1

j=1k=1

n

Or, 3> lakllbrgl = DD laillb| =

j=1k=1 k=1j=1 k=1

laik > [bes] | (2).
j=1

n n

De plus, Vk € [1,n], > |be;| < [IBI], puis |a; x> |bk.j| < laill|Bl], ce qui
j=1 j=1

donne en sommant k de 1 an :

Dbl | <
j=1

n

D | lai

k=1

Jaiil[1BIl = 1BIIY_ laixl  (3).

1 k=1

M=

3
Il

(2
Enfin, on a Vi € [1,n], Z la; k| < ||A]|, puis en mutipliant par ||B|| >0 :
k=1

IBIY lasxl < AN IBI| - (4)
k=1
De (1), (2), (3) et (4), on déduit en recollant les inégalités :
|AB|| < [|A][ [|B]]-

e Soit Z(k) la proposition : < [|AF|| < ||A[* ».

Montrons par récurrence que 2 (k) est vraie pour tout k € N.
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2(0) s'écrit : < ||A| < [|A]|° >, clest-d-dire < ||I,,]| <1 >.
Or, ||I,]| = 1 puisque pour chaque ligne, la somme des valeurs absolues des coef-
ficients de I,, fait 1. Donc £2(0) est vraie.

Soit k € N. Supposons (k) vraie, montrons que & (k + 1) est vraie.
||[AFHL]| = ||A* A|| et ||A*A|| < ||A%|| ||A|| de ce qui précede en prenant B = AF.

Done [[AHH| < [|AM|| 1Al (1)

De plus, par hypothese de récurrence, ||A*|| < ||A[*.
En multipliant par ||A]| >0 : [|A¥|] ||A]] < [|A]|* [|A]], c’est-A-dire

A 1Al < 1Al (2)

En recollant (1) et (2), on a : [|[A*FL|| < [|A||**!. Donc Z(k + 1) est vraie.
On conclut que Vk € N, [|A¥|| <||A][*.

d)En développant le membre de droite, on a immédiatement :

Vk € N*, AML — Bl = A (AF — BY) + (A - B)B*.
e)Soit Z (k) la proposition : < [|A¥ — B¥|| < kck~1|A - B|| ».
P(1) s’écrit : < ||[A— BJ|| < ||A— BJ| », ce qui est vrai.
Soit k € N*. Supposons & (k) vraie, montrons que Z(k + 1) est vraie.
AR+~ BEFL| = [|A (A — BF) 4+ (A B)B¥|| (1),

Or, d’apres la question 14)a), on a :
||A (A¥ — B*) + (A— B)B*|| < ||A(A* — B¥)|| + ||[(A- B)B*|| (2)
Puis, la question 14)c) donne :
A (A" = BN < JlA]] [[A" = BY|| et ||(A=B)B*|[ < [|A-BI| ||B"]]
En sommant ces deux inégalités, on a :
|4 (A" = BY) [+ [[(4 = B)BY|| < [|All [[A* = BY|| + A= BII [[B*]|  (3)
En recollant (1), (2) et (3), on a :

[[AM1 = BMH[ < lA]] [[A" = B[+ |4 = Bl ||B*]]-

Par hypothese de récurrence, ||AF — BkH < kcF~1||A — B||, puis :
]l [|A* = B¥|| < [|A[lke"~*]|A — BJ|.
D’apres 14)c), ||B¥|| < ||BJ|*, ce qui donne :
|A=BJ| ||B¥|| <|lA-BJ [|BII*.
Par somme, on a :

1Al [|A" = B*[| +[|A = BI| [|B*|| < ||Allkc*~H|A = B+ [|A = BI| [|B]* (4)
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En recollant (1), (2), (3) et (4), on a :
|[AMFE = BEFY | < [|Allke" YA = Bl +||A = BI| [|B|I*  (5)

Enfin, comme ¢ = max (||4]],]|B]|), on a : ||A]| <cet ||B]| <ec
Ce qui permet d’obtenir :
[|Allkc*~ Y| A = BI| < ke*||A = B|| et ||A = B| [|B|[* <||A - Bl|c".
En sommant ces inégalités, on a :

|Allkc" YA = Bl + ||A = BI| [|B|I* < kc*[|A = BJ| + |4~ Bl[* (6)
En recollant (5) et (6), on a :

||AFT — B | < kc¥||A = Bl +[|A - B]| .

c’est-d-dire : [|AFFT — BML|| < (k + 1)c*||A — B||. Donc Z(k + 1) est vraie.
On conclut que Vk € N*, ||A*¥ — B¥|| < kc*~!||A - B|.
15)Soit t > 0 et k € N*.

a)e Reprenons les notations de la question 13)b) en posant :

1 sii=y
In = (8i,3) (i,5)e1,n]2 avec & j = { 0 sii#j
t t
Notons p; ; le coefficient (7,j) de la matrice M (k) — (In + kG).

.. t t
V(i,7) € [1,n]?, pij=mij |5 | = 0ij — 7y
k k
o . 1+ai7ih—|—0(h) sit =7
Or, m; j(h) b0 { a; jh+o(h) siij

t
Comme lim — =0, on déduit :
k—+oco

t t L

m (L) 2 tg o) s
" y o0 t t C
k) k—+ ai’jk+0<k‘) sii#j

t t t .. .
¢ 1+ai7i+o<)1ai,i sit=j

y Sty ot k k k
D’ott, my (kz) i j ka” e

t t t . .

ai’jk+0<k)_0_kai’j sii#j
. t . 1

Finalement, p; ; et 0 7 ) ou plus simplement p; ; et 0 7 )

e Donc lim kp;; =0, entrainant lim |kpij| = 0 ou encore lim k}pi j| = 0.
k—+oco i k—+oco i k—+oo ?

. .. 1
Ainsi, V(i) € [1,n]?, |pi] b <k:)

On déduit que Vi € [1,n], Z |pi.jl eSO (llc>
—400

J=1
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Or, par définition, il existe ig € [1,n] tel que

t t -
u (1)~ (nrz0)| =2 lpsl

() (1) o ()

b)La question 13)a) donne : HM (;;) H =1,

On conclut que

t
Pour k assez grand, la question 13)b) donne : ||, + kGH =1.

t t
Appliquons la question 14)e) avec A = M (k) et B=1,+ EG'

[|A]| =1 et ||B]| =1, puis ¢ = 1, ce qui mene a : ||A’C —Bk|| < k||A - B]|.
Ainsi, pour k assez grand, on a :

HORCE O HORCRD]]

k
t 4
c)D’apres la question 8)d), on a : M () =M ( X k> = M(t).

k k
Des questions 15)a) et 15)b), on déduit alors :
1
<k —].
<kxo(})

ok xo <l§:) =k x %e(k) =e(k) avec lim ¢(k) = 0.

k—+oo

HM(t) _ <In + ;G)k

k
Finalement, on a : 0 < ||M(t) — (In + IZG) < (k).

D’apres la propriété des gendarmes, lim

= 0, ce qui
k——+oo

M(t) — (In + ;;G>k

prouve que

¢ k

k—+oo

Nicolas DAMIEN - essec 1T 2023 - page 30/ 30



