
DM3 cubes
à rendre le lundi / /

Exercice 1

Partie I : un exemple

Soient U0 �

�
�����
�

1
2
3
4


�����
�
, V0 �

�
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�

1
�1
2
�1


�����
�
et A0 � U0

t
V0.

1)Véri�er que 0 est valeur propre de A0 et déterminer le sous-espace propre associé.

2)Calculer A0U0. Conclure que A0 est diagonalisable.

Partie II : généralisation

Soient U � �ui�1&i&n et V � �vi�1&i&n deux matrices colonnes non-nulles de
Mn,1�R�, où n ' 2 désigne un entier.

On pose A � U
t
V et on note θ la trace de A.

1)Véri�er que A " Mn�R�, puis calculer ses coe�cients.

2)Quel est le rang de A ? Calculer θ à l'aide des coe�cients de U et V .

3)Montrer que AU � θU .

4)A l'aide des questions précédentes, montrer que si θ j 0, A est diagonalisable.

Exercice 2
On dé�nit la fonction H de la variable x par : H�x� � E ��

0

1

�1 � t2�x dt.
On admettra que H�1� � π

2
.

Partie I : premières propriétés de la fonction H

1)Justi�er que H est dé�nie et décroissante sur �1©2,���.
2)Al'aide d'une IPP, montrer que ¾n " N

�

� H�n� � 2n�H�n� �H�n � 1��.
En déduire une expression de H�n � 1� en fonction de n et H�n�.

3)Montrer par récurrence que ¾n " N
�

� H�n� � �2n � 2�!π
22n�1��n � 1�!�2 .

Partie II : étude de H�x� quand x tend vers 1/2

4)a)Montrer que la fonction φ � u�
e
u
� e

�u

2
est une bijection de R sur R.

Préciser φ
�1�0� et lim

t���
φ
�1�t�.

b)En posant t � φ�u�, montrer que ¾x % 1
2
, H�x� � 4

x

2
E ��

0

1

�eu � e�u�2x�1 du.

5)a)Justi�er que ¾u ' 0 � e
u
& e

u
� e

�u
& 2e

u
.

b)En déduire que ¾x % 1©2, 1

2x � 1
& H�x� & 4

x

2�2x � 1� . Trouver lim
x��1©2��

H�x�.

6)Trouver un équivalent simple de H�x� lorsque x tend vers �1©2��.
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