Correction DM9

Exercice 1
1) f est de classe C? sur R comme inverse d’une fonction C” ne s’annulant pas
-2
et Yz € R, f'(z) = —xQ
(1 + x2)
2 2
—2(1+2%) —2(2z) (1 +2°)(=22) g2 _2
VzeR, f'(z) = ( ) (4 ) = .

(1+x2) (1+x2)

1
£"(z) est du signe de 62° — 2, de racines iﬁ, d’ot le tableau de variations :

T 0 1/\/§ +00
() - 0 +
0 0
flay | T B —
8
2 2 22 4 L -
1+ oo donc (1+x ) T ,pu1sf(x)+zog
.2 . !
lim — =0donc lim f'(z)=0.
T—+00 T—+00
2
VG 3v3
De plus7 f'(l/\/g) = —‘/32 = _i‘
1 8
(1+3)
3v3 3V3
Le tableau de variations donne VY > 0, _T\/_ < f'(z) = 0, puis |f'(z)] < T‘/—

2)e g est dérivable sur R, comme différence de fonctions dérivables et

Yz 20, ¢(z) = f'(z) - 1.

Yz 20, f(z)<0donc g'(z) < —1<0.

Donc g est strictement décroissante sur R,.

e g est continue (car dérivable) et strictement décroissante sur R, elle réalise

donc une bijection de R, sur g (R,) = } lim g(x), 11151 g(x):| = ]-o00,1].
T —+00 r—0*

0 € ]—00,1] admet donc un unique antécédent o par g.

Aussi, I'équation g(z) = 0 admet une unique solution a = 0.

e De plus, g(z) =0 = f(x) = x.

Donc I'équation f(z) = x admet une unique solution a = 0.

e Enfin, ¢(0,6) = f(0,6) — 0,6 > 0, g(a) =0 et ¢g(0,7) = £(0,7) — 0,7 < 0.
Donc g(0,7) < g(a) < g(0,6), puis 0,6 < o < 0,7 par stricte décroissance de g.
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UQZO Donc Vn € N*, U, 2 0.

De plus, Uy = 0 par énoncé. Donc VneN, U, =0.

3
4)f est dérivable sur R, et Vz 2 0, |f'(z)] < g_
D’apres l'inégalité des acrroissements finis, quels que soient les réels a et b de R,

|£(b) = f(a)] < ilb—al

Prenons a = a et b = U,,. Ce choix est légitime puisque a et U,, sont dans R,.

On obtient alors : | f(U,) — f(a)| < %|Un - al.

)
Or, f(a) = aet f(U,) = Ups1.
3v3

Finalement, Vn € N, |U,.1 —af < —|U al.

3)Vn €N, Upir = f(Un) =

5)e Soit #(n) la proposition : « |U, — a| < (%) |Up — a| ».

P(0) s’écrit : « Uy — a| < |Uy — | », ce qui est vrai.
Soit n € N. Supposons Z(n) vraie. Montrons que Z(n + 1) est vraie.

e

La question 4) donne : |U,,; —a| < —|U —al (%)

3v3\"
L’hypotheése de récurrence donne : |U,, —«a| < (%—) |Uy — |, puis en multipliant

. 3V3
membre & membre par R

510, a|s(¥) Uo=oaf (x%)

n+1
3v3
En recollant (*) et (*%), on déduit : |U, 41 — af < (%_) |Uy — af.
Donc Z(n + 1) est vraie.

On conclut que Vn € N, |U, —a| < |Uy — a.

3v3)"
(2

3v3\"
e On a aussi Vn € N, OslUn—als(T\/_) |Uy — .

n—+0oo 8

Donc lim (3\/_) |Uy —a] = 0.

n—+0o

33\ 3v/3
lim (T\/—) =0car -1< i <1 et |Uy— «f est une constante.

D’apreés la propriété des gendarmes, lim |U, — «a| = 0, soit lim d(U,,«) = 0,
n—+0o n—+00

ce qui prouve que lim U, = a.
n—+oo
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Exercice 2 (extrait edhec 2014)

1)La fonction f : ¢ -

1 ) .
est continue sur R par composée et inverse de
Vi +1
fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.
Elle admet donc une primitive sur R, ce qui donne un sens a l'intégrale.

Donc ¢ est bien définie sur R.

—2x 1
2Q)Vz e R, ¢o(-z) = dt
-z Vt? +1
2x 1
= ———(—du) en posant u = —t
T \/(—U)Q +1
2z 1
= - ———du
e VuZ+1l
= —¢p(z).

Donc ¢ est impaire.

3)Notons F une primitive de f sur R.

Vo €R, o(z) = [F()]2* = F(2z) - F(x).

F est dérivable sur R et Yz € R, F'(z) = f(x).

f étant continue sur R, F' Dest aussi.
Ainsi, F' est de classe C' sur R.

@ est alors de classe C' sur R par composée et différence de fonctions ct.
Vo eR, ¢(z) =2F(2z2) - F(z)
=2f(2z) - f(x)
1 1
V@z)2+1 Va2 +1
2 1
Vda? +1 Va2 +1
C2Val+1-Vida? + 1
Vir? + 1WaZ #1
4)a)Les inégalités YVt = 0, ¢t* < ¢* + 1 < (¢t + 1)° donnent :
V2 < V2 +1 < (¢t + 1), par croissance de z /T sur R,
cest-a-dire t < VE2 + 1 <t + 1,
1 < 1
RN S

En intégrant ces inégalités entre les bornes croissantes ™ x et 2x, on obtient :
2z

o dt < - ! dt < ldt
L, t+1 7 ) [2 ¥ 1 ).t
2z

[In(t + 1)]2" < () < [In(1) ]2
In(2z + 1) —In(z + 1) < ¢o(z) < In(2z) — In(z).

Donc Vo >0, In(2z +1) —In(z + 1) < o(x)

1. carx >0

=2X

. 1 . 1 *
puis < 7 par décroissance de x 7 sur R,.

In 2.
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x 1 :
Hb)Va > 0, In(22 +1) ~ In(z +1) =1“(2§++11) ﬂn(%) =ln<2+ )

) L1 L1
lim = =0donc lim T =2, puis lim 111( 2 ) =In2.
z—+00 L T—>+00 | 4 = T—+00 +

x

Donc lir+n (In(2z + 1) —=In(z + 1)) = In 2.

La question 4)a) donne alors grace a la propriété des gendarmes : 1i1}1 o(z) =n2.
r—+00

1)e)p'(z) >0 = 2Va2 +1 - Va2 +1>0

= Vr2+1>Vaz2 +1

2 2
= (2 2 + 1) > (\/4952 + 1) par croissance de ¢ — ¢> sur R,

4=v4(x2+1)>4x2+1
= 4> 1.
ce qui est vrai donc Yz € R, ¢'(z) > 0.
@ est donc strictement croissante sur R.

Enfin, lim ¢(z) = —In2 car ¢ est impaire et lim o(x) = In2.
Tr—>—0Q

r—+00

D’ot le tableau de variations de ¢ :

xT — 00 + 00

() _—

—In2

In2

4)d)¢ est continue et strictement croissante sur R donc réalise une bijection de R
sur p(R) =[-1In2,In2].

0 € [-1n2,In2] admet donc un unique antécédent par .

Donc ¢ s’annule une et une seule fois.

0
1

o) = |
nel0) = )T

Donc 'unique solution de I’équation ¢(z) = 0 est x = 0.

dt = 0.
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