Exercice 1 (eml 2014)

Partie I

1)¢ est de classe C2 sur |0, +oo| comme différence, produit et composée de fonc-
tions de classe C3.

Pour tout x > 0, on a :

1 1 1
¢'(z) =e" — (1><ez +x X (—Q)ei> =e" + <—1)ei.
X X

”(x)—e"’”—ie;—k 1 X —iel —ew—ie%
2 - 22 ’ T 2 - 3 :

Wz >0, e* >0, 3z+1>0, 25 >0 et ex > 0 donc ¢ (z) > 0.
Donc ¢ est strictement croissante sur ]0, +oo].
1
o"(1) = et — Iel =0.
¢" est croissante sur ]0,4o0[ et s’annule en 1. Donc Vz €]0,1], ¢"(x) < 0 et
Vo € [1, 400, ¢"(x) > 0.

¢ est donc décroissante sur [0, 1], puis croissante sur [1, 4+occ[. Elle admet donc un
minimum en 1 dont la valeur est ¢'(1) = e.

Donc Vz > 0, ¢'(z) > e.
3) lim e* =1.

z—0t1

. 1 .y . N
hrn+ zez est une forme indéterminée du type < 0 X 400 > qu’on léve en effectuant
x—0

1 1
le changement de variable ¢t = —, ou ce qui est équivalent x = 7
x

Quand = — 07, alors ¢t — +o0.

. 1 . 1 t . et . 7
Onaalors: lim zerz = lim —Xxe' = lim — = 400 par croissances comparées.
z—0+ t—4o0 ¢ t—+oo ¢
Par différence, lim ¢(z) = —oc.
z—0t
x e 1
)V > 0, M: — —e=.
T T
e.ﬁE
lim — = 400 par croissances comparées.
r—+00 T
. . . . 1
lim — =0et lime* = 1. Par composée, lim ez = 1.
r—+00 I u—0 r—+00
Par différence, lim M = +o00.
r— 400 xT
. . p(z) -
lim z=+ocoet lim = 4o0. Par produit, lim ¢(z) = +o0.
r—+00 T—+o0o I T—+00
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5)¢ est dérivable sur |0, +o00[ et Vo > 0, ¢'(z) > e.
D’apres I'inégalité des acrroissements finis, pour tout couple (a,b) de réels stricte-
ment positifs tels que a < b, on a :

@(b) — p(a) > e(b—a).

En prenant a = 3 et b = = > 3, on obtient :

o(x) —(3) > e(x — 3), cest-a-dire : p(x) > ex + p(3) —3e (%)

Enfin, par énoncé, on a : (3) > 15 et e < 3 donc ¢(3) —3e >15—-9=6 > 0.
De (%), on tire : Vo > 3, ¢(x) > ex.

6)On a vu dans la question 2) que ¢” s’annule une seule fois en 1 et qu’elle change
de signe en 1.

Donc € posséde un unique point d’inflexion I dont I’abscisse est 1.
Son ordonnée est ¢(1) = 0. Ainsi, I(1,0).

L’équation de la tangente & € au point d’inflexion est : y = ¢'(1)(x — 1) + ¢(1),
c’est-a-dire y = e(x — 1).

7)D’apres la question 2), on a Vo > 0, ¢'(x) > e > 0 donc ¢ est strictement
croissante sur ]0, +oo], d’ott le tableau de variations de ¢ :

o(z) 0

lim+ o(z) = —oo donc € admet une asymptote verticale d’équation x = 0.
x—0
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Partie I1

8)U est le demi-plan d’ordonnées positives (partie hachurée).

9)(x,y) + zy est polynomiale donc de classe C? sur U.
(x,9) — €% et (x,y) — Iny sont des fonctions usuelles donc de classe C? sur U.
Par produit, (z,y) — €®Iny est de classe C2 sur U.
Par différence, f est de classe C2 sur U.
Pour tout couple (x,y) € U?, on a :
x
O f(w,y) =y — eIy et Dof(x,y) =2 — —.

Y
5%,1f($7y) =01 (y—elny) = —e"Iny,

812)2_]0(1',:(/):61 (x_e> = _%a

Y
6.13
B f(x,y) =02 (y—e’Iny) =1-— o
82 €, :a ("E—ex>:€$
2,2f( Y) 2 ” 7

10)Soit (z,y) € U.
(z,y) est un point critique de f

Af(zy) =0
y—e®lny =0
— e’
xr— — =
Yy
y—elny=0
— e’
T=—
Y
<:>{ yw—xylnyZO
e’ =xy

Or, e* > 0 et y > 0 puisque y € U. La deuxieme équation donne alors : = > 0.
Transformons la premiere équation :
y—zylhy=0<=y(l—zlny)=0

< 1l—zlhy=0 cary#0

1
— Iny=—
x

1
z

= y=e=.
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Le systeme est alors équivalent a :

y=eb
e =zyetxz >0

11)¢ est continue et strictement croissante sur ]0, +oc[. Elle réalise donc une bi-
jection de ]0, +oo[ sur R. L’équation p(z) = 0 admet donc une unique solution,
qui est 1 car ¢(1) = 0.

Ainsi, p(z) =0et x>0 2 =1.

En reportant la valeur = 1 dans le systeme de la question 10), on obtient y = e.
Ainsi, (1,€) est unique point critique de f.

12)La matrice hessienne de f en (1,e) est :

(a%,1f<1,e> a%,2f<1,e>)_ e 0
8%,1.}(.(13 6) 3372f(1,e) B 0 g :

C’est une matrice diagonale. Ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux, ce
1
sont donc —e et —.
e
Elles sont non nulles et de signes contraires donc f n’admet pas d’extrémum local
en (1,e) (c’est un col).

13)f est de classe C! sur 'ouvert U. Donc les points de U ot f est susceptible
d’avoir un extrémum local sont ses points critiques. Or, le seul point critique de f
est (1,e) et on a vu que f n’avait pas d’extrémum local en (1,e).

Donc f n’a pas d’extrémum local sur U.

Partie 111

14)Soit #(n) la proposition : < u,, existe et u, > 3e™ ».

Montrons par récurrence que £(n) est vraie pour tout n € N.

2(0) s'écrit : < ug existe et ug > 3 ». C’est vrai puisque ug = 3 par énoncé.
Soit n € N. Supposons &(n) vraie, montrons que &(n + 1) est vraie.

Par hypothese de récurrence, u,, existe et u,, > 3e™ > 0. Comme ¢ est définie sur
10, +00[, on est siir que ¢(uy,), c’est-a-dire u, 4 existe.

De plus, par croissance de ¢ sur |0, +00[, on a : @(uy) > ¢ (3e™) (1)

En remarquant que 3e™ > 3, il est maintenant possible d’utiliser la question 5)
avec r — 3e”, ce qui donne :

¢ (3e™) > e x 3e™, c'est-a-dire ¢ (3e") > 3e" T (2)

En recollant (1) et (2), on déduit : p(u,) > 3e" 1, c’est-a-dire u, 1 > 3e" 1.
Donc & (n + 1) est vraie.

On conclut que Vn € N, u,, existe et u, > 3e™.

15)e Comme Vn € N, u,, > 3e™ > 3, on peut de nouveau utiliser la question 5)
avec T — Uy, ce qui donne :
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o(up) > ey, c’est-a-dire u,y1 > ey, > Uy
Donc la suite (uy)n>0 est croissante.

eVneN, u, >3e¢"et lim 3e™ = +oo.
n—-+o0o
Par passage a la limite, on a: lim wu, = +oc.
n—-+oo

16)programme :

import numpy as np

u=3

n=0

while u<10%*3:
u=np.exp (u) -u*np.exp(1l/u)

n=n+1
print(n)
. . 1 1 1 \"
17)De la question 14), on déduit : Vn e N, — < —=—x | — | .
U, 3en 3 e

1\" o .
La série E (> converge comme série géométrique de parametre 1/e €] — 1, 1].
e
n>0

1 n\"
La série Z - X <> également puisqu’elle a méme nature.
n>0 3 €

D’apres le critere de comparaison sur les séries a termes positifs, la série E —
Un
n>0

converge.
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Exercice 2 (eml 2014)

1)6:{(8 i),(mb,c)eRg}
{a((l) 8>+b<8 (1)>+c<8 (1)> (a,b,c)€R3}

= Vect (4, B,C).
Donc € est un sous-espace vectoriel de .#2(R) donc un espace vectoriel.
De plus, (A, B,C) est une famille génératrice de e.
Enfin, pour tous réeels a, b et ¢, on a :
aA+bB+cC =0 & L P —a=b=c=0.

0 ¢ 0 0

Donc (4, B, C) est libre.
(A, B, C) est une famille libre et génératrice de € donc une base de e.

. a b a v .
2)Soient M = c et N = deux matrices quelconques de e.

0 0 ¢
[ a b a b\ _ ( ad ab +bd
Alors,MN-(O c)(O c’>_(0 o )ee.
3)Soit M = < 8 I; ) € €. Supposons M inversible.

Comme M est triangulaire et inversible, ses coefficients a et ¢ sont non nuls.
Cherchons M~ & l'aide de la méthode de Gauss.

( a b ) ( 1 0 ) Ly
0 ¢ 0 1 Lo
(ac 0 > < c —b> Ly —cly —bLy
0 ¢ 0 1 Lo
( 10 ) ( 1/a —b/(ac) ) Ly — (1/ac)Ly
0 1 0 1/c Lo — (1/c)Ls
Donc M~! = ( 1(/)@ —bl//(gc) ) €e.
4)T € e donc VM € ¢, TMT € e par stabilité de e par multiplication.
Donc f est < endo >.
De plus, pour toutes matrices M et N de €, pour tout réel A, on a :
FOM+N)=TAM+N)T = (TAM+TN)T = XTMT+TNT =X f(M)+ f(N).
Donc f est un endomorphisme de e.
5)T est triangulaire et ses éléments diagonaux sont non nuls. Donc T est inversible.
VMee, f(M)=0<TMT =0
= T 'TMTT ' =T"'0T!
<~ IMI=0
<~ M =0.

Donc Kerf = {0}, ce qui prouve que f est injective.
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f est un endomorphisme injectif, il est donc bijectif.
En conséquence, c’est un automorphisme de e.

6)Supposons T diagonalisable.

Alors, il existe une matrice P inversible et une matrice diagonale D telles que
T =PDP~ .

D porte en diagonale les valeurs propres de T', a savoir 1. Donc D = I.

On obtient alors : T = PIP~! = I, ce qui est absurde.

Donc T n’est pas diagonalisable.

-z (3 D) (3 2)(:
o 1) (0 0) (s
f(C):TCT:((l) ;

f(B) = TBT = ( . 1
11
0 1
On constate que f(A4) = A
0
1
1

— = =

0
0
0
0
B

S
)

8)e Cherchons les valeurs propres de F.

 f(B)=Bet

On déduit F =

O ==
O = O

Pour tout réel A, transformons F' — Al en une matrice triangulaire.

1—A 0 0 Ly
F— = 1 1-x 1 Lo
0 0 1-A Ls
1 1—A 1 Li<+— Lo
1-A 0 0 LQ(—>L1
0 0 1-A Ls
1 1-A 1 Ly
0 (1—>\)2 1—A L2<_(1_>\)L1_L2
0 0 1-—A Ls

A est valeur propre de F' <= F — Al n’est pas inversible
— (1-XN?=00ul—-X=0
= A=1

Done sp(f) = sp(F) = {1}.

o B\(F)={U € #3,(R) | (F - 1)U =0}.

x
Posons U = Y
z

0 0 O T 0

UeE(F)~— (F-I'U=0«<~ (1 0 1 y | =120

0 0 O z 0

< r+z=0< = —2.

Nicolas DAMIEN - eml 2014 - page 7/ 14



Donc FE4(F) = Y |z =—2
z
—z
= y |.(y,2) eR?
z
0 -1
=<yl 1 |+z[ 0 |.(y.2)eR?
1
0 -1
= Vect 11, 0
0 1

Il faut enfin revenir & F1(f).
Ey(f) = Vect (U, V) ou les vecteurs colonnes de U et V dans la base (A, B, C)

0 -1
sont 1 et 0
0 1

OnadoncU=0A4+1B+0C=BetV =—-1A+0B+1C=-A+C.

Ainsi, E1(f) = Vect (B,—A + C).

(B,—A+ C) est une famille génératrice de E1(f) et elle est libre car les matrices
B et —A+ C ne sont pas colinéaires. C’est donc une base de Ey(f).

9)f est un endomorphisme de € et dim(e) = 3 grace a la question 1).
Le seul sous-espace propre de f est F1(f) qui est de dimension 2 < dim(e).
Donc f n’est pas diagonalisable, d’apres le théoreme de réduction.

10)Comme X # 1, alors A n’est pas valeur propre de f.
Donc f — Aid, est bijective.

Ainsi, VM €€, f(M) =AM <= (f — Aid)(M) =0<= M =0.

000
mHE2=[0 0 0
000

Pour tout @ € R et tout n € N, on a par la formule du binéme :
n

(I+aH)" = Z < Z > I"*(aH)*  formule valide car I et aH commutent
k=0

- n kprk

Z ( . >Ia H

k=0

<S>IQOHO+(?>M1H1 car Vk > 2, HF =0

=1+ naH.
12)On remarque que F = I + H, ce qui permet d’appliquer la question 11) avec

a=1.

1 00
DoncVneN, F'=I4+nH=| n 1 n
0 0 1
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1
13)eEn appliquant la question 11) avec a = 3 et n = 3, on obtient :

3
(I—F;H) :I+3><1H:I+H:F.

3
1 1 0 0
DoncG=1+-H=| 1/3 1 1/3 | convient.
3 0 0 1

e Soit g 'endomorphisme de e dont la matrice dans la base (A, B,C) est G.
Les matrices de g2 et de f dans la base (4, B, C') sont respectivement G* et F.
Comme G2 = F, on a donc g% = f, c’est-a-dire gogo g = f.
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Exercice 3 (eml 2014)

Partie I

1)a)L’événement (X3 = 4) est réalisé si et seulement si les numéros des boules
sont successivement : 3, 2 et 1, le quatrieme numéro étant quelconque.

Donc (X3 =4)=(N; =3)N(Ny =2)N (N3 =1).
On déduit :

=2)P(N3 =1) par indépendance des tirages

v' L'indépendance des tirages est diie a la remise de la boule.

b)L’événement (X5 = 2) est réalisé si et seulement si la deuxiéme boule tirée a un
numéro supérieur ou égal a la premiere.

On déduit par incompatibilité des événements :
P(X3=2)=P(Ny=1)+P((N1 =2)N (N2 >2)) + P((N1 = 3) N (N2 = 3)).

Puis, par indépendance :

11 2 11

~373%373%3

2

=3
Comme X3(0) = {2, 3,4}, on déduit :
P(X3:3):1—P(X3:2)—P(X3:4):1—§—%:%.

2) X3 est discrete finie donc admet une espérance donnée par :

4
E(X3) =Y kP(X3=k) =2P(X3 =2) + 3P(X3 = 3) + 4P(X3 = 4)
k=2
2 8 1 64
=2x= —pAX =
SRR TR T T

Partie I1

1
3)WVk € [1,n+1],Vj € [1,n], P(Nyx = j) = —. Done Ny, — % ([1,n]).

n+1 n?—1
Le cours donne E(Ny) = 5 et V(Ng) = 5
4)L’événement (X, = n + 1) est réalisé si et seulement si les n premieres boules
tirées amenent la suite strictement décroissante de numéros : n,n — 1,--- 2, 1.

La n + 1-eme boule peut amener n’importe quel résultat.
On a donc :
PXp=n+1)=P(NMi=n)n(Na=n—-1)N..N(Np_1 =2)N (N, =1)).
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Par indépendance, on déduit :
P(X,=n+1)=P(N; =n)P(No=n—-1)---P(N,_1 =2)P(N, = 1)

1 1

= — X+ X —
n n
1

5)Soit ¢ € [1,n]. Supposons (N7 = i) réalisé.
Pour réaliser 'événement (X,, = 2), il faut que le deuxiéme tirage améne une boule
dont le numéro est supérieur ou égal a .
Ilyan—(i—1) =n—1i+1 tels numéros.

n—i+1
Donc Py, —j(Xp =2) = ———.

6)La formule des probabilités totales pour le sce (N1 = ©)1<i<p donne :

P(Xy =2) = 3 P((X, = 2) N (M = 1)

= Pv,=i)(Xn = 2)P(Ny =)
=1

n

n—1+1 1
= %,

i=1
1 n
=1

1 n
:ﬁz en posant k=n—1+1

k=1
1
_ 1 n(n+1)
n? 2
_n+1
T oon

T)L’événement (X,, > k) est réalisé si et seulement si les k premieres boules tirées
portent des numéros rangés dans l'ordre strictement décroissant.

Donc Vk € [2,n], (X, > k) = (N1 > Ny > -+ > Ng).

Pour construire une suite strictement décroissante de k numéros, il faut commencer
par en choisir k distincts parmi n, il y a (}) choix.

Puis, ces numéros étant choisis, il faut les ordonner du plus grand au plus petit,
ce qu’on peut faire d’une seule fagon.

Il y a donc (Z) x1= (Z) suites strictement décroissante de k£ numéros.

Le nombre total de suites de k numéros est n¥, puisque chacun des k numéros a n
possibilités (on multiplie ces possibilités, c’est le principe de larbre).

Donc Vk € [2,n], P(Xn>k)=@= ! ( " )

nk ok \ k
Pour k = 0 S (O Y S S A
ourk=0,ona:—p| ,J=-5|)=1= (X, >0)

car X, () =[2,n+1].
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nk \k nl \ 1
car X,(Q) =[2,n + 1].
8) X, est un entier donc Vk € [2,n+ 1], X, > k- 1< X, =k ou X,, > k.
On déduit :
P(X, >k—1)=P((X, =k)U (X, > k))
= P(X, =k)+ P(X, > k) parincompatibilité.

1 1
Pour k=1,ona: — n):(“):l:P(Xn>1)

Donc P(X,, =k)=P(X,, >k—1)— P(X, > k).
9)X,, est discrete finie donc admet une espérance donnée par :
n+1
=Y kP(X, =
k=2
n+1

=Y k(P(Xn > k—1) = P(X, > k))
- ni: (kP(X > k —1) = kP(X, > k)
k=2

n+
=Y (kP(Xn >k —1) = (k+ 1)P(X, > k) + P(X,, > k))
k=2

n+1
(kP(Xp, > k—1) = (k+ 1)P(X, > k)) + > _ P(X, > k)
k=2 k=2
n+1
=2P(X,>1)—(n+2)P(X, >n+1)+ Z P(X, > k) (*) par télescopage.
k=2

Comme X,(Q) =[2,n+1], P(X,, >0)=P(X, >1)=1et P(X, >n+1)=0.
On a donc 2P(X,, > 1) = P(X,, > 0) + P(X,, > 1)

n+1 n n
Enfin, Y " P(X, > k) =Y P(X, >k)+P(X, >n+1)=> P(X,>k).
k=2 k=2 k=2

En reportant dans (x), on obtient :

E(X,)=P(X, >0)+P(X, > 1)+ > P(X,>k) =Y P(X,>k).
k=2 k=0
Compte tenu de la question 7), on a alors :

n

-

— - n l g 1n—k
= & -
k=0

1 n
= (1 + ) par la formule du binoéme.
n
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10)Vk € [2,n+ 1], P(X, =k) = P(X, > k—1) — P(X,, > k)

1 n x n! n!
T onk ((n—k:—i—l)!(k—l)! B (n—k:)!k:!>
1 nxnlxk—nltn—k+1)

TR (n—k+ 1)lk!
B n!(nk — (n —k+1))
 nk(n—k+ 1)k
ol 1)(— 1)
Cnk(n—k+ 1)k
 (n+1)Nk-1)
Conk(n+1—k)k!
k=1 n+1
= j _
Partie III
11)Soit k > 2 un entier.
n+1 (n+1)! (n+Dnn—1)---(n+2—k)
>k-1 = = .
vnzk ( k ) (n+1— k)IK! k!

Le numérateur comporte k facteurs tous équivalents & n quand n — +oo (puisque
k fixé, est considéré comme une constante).
Donc le numérateur est équivalent & n* quand n — +oo.

. n+1 nk - B k—1
Ainsi, ( A ) o T d’on P(X,, = k) Wl TR
Ce qui lim P(X, = k) = 1

e qui prouve que lm (X, =k)= o

n n n
k—1 k 1 1 1 1 1
20 22, ) == =) (m‘m) =2 ((k—l)'_k'> =3 P
k=2 k=2 k=2

télescopage.
D li Zn:kfl—l i 1 "Zkfl t

onc lim 2 =1, ce qui prouve que la série 2 converge et que sa

somme fait 1.

13)e Z admet une espérance si la série Z kEP(Z = k) est absolument convergente.

k>2
Comme c’est une série a termes positifs, il suffit de montrer la convergence simple.
n n n n—2
k(k—1) 1 1 ,
Vn > 2, ];kP(Z:k):kz:;T :’;(k—Z)! :z::ﬁ (poser j =k — 2).

On reconnait la somme partielle d'une série géométrique de parametre 1. Elle

converge vers 61 = €.
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+oo
Ainsi, E(Z) =) kP(Z =k) =e.
k=2

eVn>2 E(X,)= (1 + i)n = exp(nln (1 + %))

1 1 1
lim zoetln(1+a:)~xd0ncln(l+) ~ =,
n—+oo n 0 nj/) toon

1
Donc lim nln (1 + > =1.
n—+oo n
Enfin, lim e* = e.
r—1
T 1)) =
Par composition, nkrfoo exp (n In (1 + n)) 1.

Ainsi, ngrfm E(X,)=e=E(2).
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