Correction DM10 cubes

Exercice 1 (eml 2006 maths appro
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D’apreés le critére de négligeabilité pour les fonctions positives, J e dt converge.
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De plus, f """ dt converge car t — "¢’ est continue sur [0,1].
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D’aprés la relation de Chasles, J t"e™" dt converge.
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Enfin, la fonction ¢ et est paire ou impaire. Donc J et dt converge.
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2)a)e Soit A > 0. Effectuons une IPP sur J 2™ dt en posant :

0
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u et v sont de classe C" sur [0, A]. L’IPP est licite et donne :
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Alim —=A™"'e™ = 0 par le méme argument qu’en 1)a).
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En passant a la limite dans (*) quand A — +00, on a :
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e La méme IPP sur J £"*2¢™" dt donne (avec B < 0) :
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2 1 n _ 2
= lim z(-C) e en posantC = —B

Bl—lgloo § C—-+00 2
= lim 1(_1)n+1c,n+16—c2
C-+00 2

= (0 en posant z = .
En passant & la limite dans (#%) quand B —» —00, on a :

0 n 42 +1 0 n —t2
I t+26tdt=n2 J et dt (2).
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En ajoutant (1) et (2), on a grace a la relation de Chasles :

*oo 42 n+1 (*° , 2 n+1
I "2 at = 5 I et dt, c’est-a-dire I,,o = 5 I,.
—oo —o0
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2)b)Pour tout p € N, on a: I, = I 2P gt
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I P g et t e 2P e st impaire. Donc Ip,.q = 0.
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2)c)Soit Z(p) la proposition : « Iy, = (QL)\/TT »
2°Pp)
P(0) s’écrit : « Iy = [ ».
+00 2
Or, Iy = J e dt
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=rx1
= V7.
Donc Z2(0) est vraie.

Soit p € N. Supposons Z(p) vraie. Montrons que Z2(p + 1) est vraie.
2p +1

Iopra = —5 1y

2p+1  (2p)!
= 2 X 2P
24Pp|
- @p+2)Cp+ 1)2p)!
(2p + 2)22%P*1p!
_ (2p +2)!
T 2p+ 1)22p+1p!ﬁ
(2p +2)!

T 92, 4 1)

V7 par HR

Vr donc Z(p+ 1) est vraie.
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Exercice 2 (2002 maths appro)

e premier cas : U =1

On a alors X < n.

Sur les n unités du stock, X sont vendues et n — X sont non vendues.

Chaque unité vendue rapportant x euros, les X unités vendues rapportent xX
euros.

Chaque unité non vendue causant une perte de y euros, les n — X unités non
vendues engendrent une perte de (n — X )y euros.

Le bénéfice (algébrique) du commergant vaut donc X — (n — X )y euros.

Donc Y,, = zX — (n — X)y.

Comme U =1,onal-U=0,douY, = (2X - (n— X)y)U +nz(1-U).

e deuxiéme cas : U =0

On a alors X > n.

Cela signifie que le nombre d’unités commandées au commercant est supérieur a
la taille du stock.

Le commercant va donc vendre tout son stock de n unités, ce qui va lui rapporter
NIT euros.

Donc Y,, = nz.

Comme U =0,onal-U=1,douY, = (2X - (n— X)y)U +nz(1-U).

Dans tous les cas, on a : Y, = (zX = (n — X)y)U + nz(1 - U).

2)a)e premier cas : U =1

On a alors X < n donc XU = X <n.

On a aussi XU 2 0 puisque X = 0.

Donc 0 £ XU < n. Mais XU est un entier donc XU € [0, n].

e deuxiéme cas : U =0
On a alors X > n, mais surtout XU = 0 donc XU € [0,n].

On a bien dans tous les cas (XU)(Q) ¢ [0,n].

2)b)Comme (XU)(Q) ¢ [0, n], la variable aléatoire XU est discréte finie.
Elle admet donc une espérance donnée par :

BE(XU)=) kP(XU =k)=Y kP(XU=k).
k=0 k=1
Or,Vke[l,n], XU=ke=X=ketU=1=X=ketXsne=X=k

Donc E(XU) = i kP(X = k).
k=1

2)c)La question 1) donne :
E(Y,)=E[(zX - (n- X)y)U + nz(1 - U)]
= E[2XU - nyU + yXU + nx — nzU]
El(z+y)XU —n(z +y)U + nx]
nx + (z +y)E(XU) —n(z+y)E(U) (%)
Comme U suit une loi de Bernoulli, on a : E(U) = P(U = 1),

avec P(U=1)=P(X <n) = iP(X = k).
k=0
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Donc E(U) = i P(X = k).

D’autre part, E(XU) = Y kP(X =k) =) kP(X = k).
k=1 k=0
En substituant ces sommes dans (*), on obtient :

EY,)=nzx+ (z+y Zk‘PX E)—n(z+y Z

k=0 k=0
=nz + (7 +y) ikP(X=k)—nZP(X=k))
k=0 k=0

=nz+ (z+y)Yy (k-n)P(X =k).
k=0

3)a)On déduit :
E(Ynn) - E(Y,)

= ((n+ Da+(z+y)y (k—n-1)P(X = k))—(n:p +(z+y)) (k=n)P(X =k)
k=0

k=0

=z+(v+y)) (k-n-1)P(X =k)—(z+y)) (k—n)P(X =k)
k=0 k=0

=z+(z+y)) ((k-n-1)P(X =k) - (k- n)P(X =k))
k=0

=z —(z+y)) P(X=k).
k=0

n
3)b)Posons u,, = Z P(X = k).
k=0
Vk € N, P(X = k) > 0 donc la suite (uy,),e,, est strictement croissante.

. x .
Par ailleurs, up = P(X =0) < — J et n1—1>IPoo Uy = Z P(X=k)=

Soit £ = {n eN|u,< } et notons ng le plus grand élément de F.

x
r+y

:L. 9 ~ .
et Up,+1 = ———, c’est-a-dire :

On a al =
naaors.un0<x—+y Tty
no+1

ZPX k) ZP(X=k)zwiy.
k=0 k=0

3)c)Avec les questions 3)a) et 3)b), on voit que E(Y,+1) — E(Y,) >0 & n < ng.
On a donc : E(Yy) < E(Y1) < - < E(Y,,,)) < E(Y,,,+1) 2 E(Y,,42) 2
Ainsi, E(Y,,) est maximale pour n = ng + 1.
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