Exercice 1 (ecricome 2014) (Original modifié!)

Partie I : réduction de I'’endomorphisme f

1)e Kerf = {t € R3|f(t) =0}.

SOitt:(xvyvz)eRg et T = Y
z
x -0
ft)=0= AT =0 33+2y+220<:>{§ (12y

20 — 2y —2=0

En injectant au départ :
Kerf ={(z,y,z)|lx =0et z = 2y}

={(0,y,-2y),y € R}

= Vect ((0,1, -2))

= Vect(u).
(u) est une famille génératrice de Kerf. Elle est libre car constituée d’un
seul vecteur non-nul. C’est donc une base de Kerf.

e Soit (e1, ea,e3) la base canonique de R3.

Pour tout ¢ € [[1, 3], le vecteur colonne de f(e;) est la i-ieme colonne de A.
Donc f(el) =(1,1,2), f(e2) = (0,2,—2) et f(e3) = (0,1,—1).

Le cours donne alors :

Im(f) = Vect (f(el), f(e2), f(e3))

= Vect ((1,1,2),(0,2,-2),(0,1,—1))

= Vect ((1,1,2),(0,1,—1)) car (0,2,—2) et (0,1, —1) sont colinéaires.
((1,1,2),(0,2,-2)) est une famille génératrice de Im f. Elle est libre car les
vecteurs ne sont pas colinéaires. C’est donc une base de Imf.

2)Kerf # {0} donc f n’est pas injective donc f n’est pas bijective.

Comme A = #4(f), alors A n’est pas inversible, ce qui prouve que 0 est
valeur propre de A.

3)e Transformons A — Al en une matrice triangulaire par Gauss.

1—A 0 0 Ly
A=) = 1 2—A 1 Lo

2 -2 —=1-=A L3
1—A 0 0 Ly

~ 2 —2 o P\ L2<—>L3
1 2—A 1 L3<—>L2
1—A 0 0 Ly

~ 34X A=X2 0 | Lo« Lo+ (1+)\)Ls
1 2—X 1 L3
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A est valeur propre de A <= A—AI n’est pas inversible
= 1-A=00ul—-X=0
< A=1louA=0.

Les valeurs propres de A sont donc 0 et 1.

x
o 1(A)={U € #31(R) | (A—1)U =0}. Posons U = | y
z
0 0 0 x 0
A-NHNU=0«<= |1 1 1 y | =120
2 =2 =2 z 0
r + y + z =
<~
{ 2¢ — 2y — 2z =
{ z =0
<~
y = -z
En injectant au départ :
T 0 0
Ei(A) = Yy lz=0etz=—y = Yy ,2 € R p = Vect 1
z -y —1
0
1 est une famille génératrice de E;(A).
—1

Elle est libre car constituée d’un seul vecteur non-nul. C’est donc une base

de E1(A) et dimEy(A) = 1.

x
o Ey(A)={U € #51(R) | AU =0}. Posons U = | y
z
z 0
AU =0 «— y | =10
z 0
= 0
= r + 2y + 2z =0
-z =0
{ T
En injectant au départ :
x 0 0
Ey(A) = Yy |z =0et z=—-2y ) = y ,2€ R » = Vect 1
z —2y -2
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0

1 est une famille génératrice de Ep(A).

-2
Elle est libre car constituée d’un seul vecteur non-nul. C’est donc une base
de Ey(A) et dimEy(A) = 1.

o dimEy(A) + dimE;(A) =2 <3 et A€ #5(R).

Donc A n’est pas diagonalisable d’apres le théoréeme de réduction.

4) e D’apres la question 1), on sait que u € Kerf donc f(u) = 0.

e Le vecteur colonne de f(v) dans la base canonique est AV.

1 0 0 0 0
o,LAV=[1 2 1 1 =1 1 |=v
2 -2 -1 -1 —1
Donc f(v) = .

Remarque
V est le vecteur trouvé dans la question 3).

5)Le vecteur colonne de f(t) dans la base canonique est :

1 0 0 T x
1 2 1 y | = T+2y+z
2 -2 -1 z 20 — 2y — 2

Donc f(t) = (z,x + 2y + 2,2z — 2y — 2).
fO)=t+v<= (x,2+2y+22x -2y —2) = (x,y,2) + (0,1, 1)

—~

— (r,x4+2y+2z2r—2y—2z2)=(x,y+1,2—1)
T + 2y 4+ z = y+1
<~
2¢ — 2y — z = z-—1
r + y = 1l-z L
<~
20 — 2y = —1+22 Ly
— r + y = 1l-=z Ly
4x 1 Lo <+ 2L1+ Lo
y = 3/4—=z
<:>{x = 1/4

Les vecteurs t cherchés sont donc de la forme t = (%, i -z, z) ou z est un
réel quelconque.

6)La 3eme colonne de T' suggere de choisir w de sorte que f(w) = 1v + lw,

c’est-a~dire f(w) = w + w. Compte-tenu de la question 5), cela impose de

choisir w de la forme ¢t = (i, % -z, z)
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La contrainte imposée par ’énoncé étant que la 3éme coordonnée de w est
nulle, on prend z = 0. Donc w = (1,2,0).

La famille (u,v,w) est libre. En effet, pour tous réels a, b et ¢, on a :

13
au~+bv + cw =0 < a(0,1,—2) —|—b(0,1,—1)+c<4,4,0> = (0,0,0)

1 3
— <4c,a+b+ 40,—2a—b> = (0,0,0)

o

NN
o

= a + b +
—2a — b =
<—a=b=c=0.
(u,v,w) est une famille libre de vecteurs de R? dont le cardinal vaut 3 tout
comme la dimension de R3. C’est donc une base de R3.
f(u) =0 = 0u+ O0v+ Ow,
f(v) =v=0u+1v+ 0w,
fw)=v+w=0u+ lv+ lw.

La matrice de f dans la base (u,v,w) est donc

o O O
O = O
= = O
Il
N
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Partie II : résolution d’une équation

1)Comme gog = f,ona: fog=(gog)og=go(gog)=gof
On déduit :

flg(u)) = (f o g)(u)

= (9o f)(u) car fog=gof

9(f (u))

g(0) car u € Kerf

car g est linéaire.

0
f(g(v)) = (Fog)(v)
= (g0 f)v)
(f(v))

=g
= g(v) car f(v) = .

\)

)f(g(u)) =0 donc g(u) € Kerf = Vect (u). Donc Ja € R, g(u) = au.
(9(v)) = g(v) donc g(v) € E1(f) = Vect (v). Donc 3b € R, g(v) = bu.

S~

w

)g(u) = au = au + Ov + Ow,
g(v) = bv = 0u+ bv + Ow,
(

g(w) est inconnu, il est CL de u, v et w de la forme : g(w)

0 c
b d
0 e

cu+ dv + ew.

Ainsi, la matrice de g dans la base (u,v,w) est (

o O R

4)gog=f <= Mg(gog) = Me(f)
= (Mg (g))? = Mg (f)

— N2=T
a®> 0 cla+te) 000
| 0 v dbb+e) |=[0 11
0 0 e? 00 1
( a? =0
cla+e) = 0
=< b =1
db+e) = 1
e? = 1.
a = 0
c = 0
= b = =1
db+e = 1
L € = =1
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Ce systeme admet plusieurs solutions.

On peut prendre par exemple a =0, b=1,¢c=0, d = % et e=1.

Soit g 'endomorphisme de R? dont la matrice dans % est

o O O

Les équivalences ci-dessus prouvent que g vérifie go g = f.

o = O

— = O
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Exercice 2 (ecricome 2014)

1)Pour tout 2 > 0,ona: 1+ 2 > 1et In(1+x) > In1 par croissance de In.
Donc Vz > 0,1n(1 4+ ) > 0, ce qui prouve que Yz > 0, f(z) > 0.

De plus, f(0)=1>0.

Ainsi, Vo > 0, f(z) > 0.

Soit #(n) la proposition : < u, existe et u, > 0.

Z(0) est vraie puisque ug = e.

Soit n € N. Supposons & (n) vraie. Montrons que & (n + 1) est vraie.
Par hypothese de récurrence, un > 0.

Comme f est définie sur Ry, f(un) existe donc wu,y; existe.

De plus, f(un) > 0 puisque f est strictement positive sur R .

Donc uy41 > 0. Donec Z(n + 1) est vraie.

On conclut que pour tout n € N, u,, existe et u, > 0.

2)programme :

import numpy as np

def f(x):
y=x/np.log(1+x)
return y

N=int (input ("entrer N"))

u=np.exp(1)

for k in range(N):
u=f (u)

print (u)

3)f est continue sur ]0,+oo[ car elle coincide sur cet intervalle avec la

composée et le quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne

s’annule pas.

D’apres le cours, In(1 + x) vz Donc lim+ f(z) =1= £(0), ce qui établit
z—0

la continuité de f a droite en 0.

On conclut que f est continue sur [0, +00].

4)f est C1 sur ]0, +oo] car elle coincide sur cet intervalle avec la composée

et le quotient de fonctions C'' dont le dénominateur ne s’annule pas.

f(@) = f0) _ mirm ! _w—In(l+a)
z a z ~ zln(l+x)
In(1+ x) v donc zIn(1 + x) N 2.

5)Vz > 0,

2 2 2
x x x
—1In(1 =r— |z —— D) =" —o(2?) ~ —.
r—In(l+z)=2z (x 2+0(:U)> 5 o(ac)0 5
— f(0 2/2 1
Par quotient d’équivalents, f(@) = 1(0) ~Z é = —.
x 0 2
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Ainsi, lim M = 1
z—0t x 2

1
Donc f est dérivable (a droite) en 0 et f'(0) = 3

_r
In(l+z) ~

<0
In(1+ x) -

x—zln(l+ x)
In(1+ x)
z(1—In(1+z))
In(1+ x)
< 1-In(l+x)<0
< In(l+z)>1
<— l+z>e

G)e f(z) <z =

]

<0

<0

<— x>e— 1.

e(z+1l)ln(z+1)>2x+1<= (z+1)In(z+1)—(z+1) >0
— (z+1)(In(z+1)—-1)>0
< nxz+1)-1>0
<—x>e—1.

In(l+z) - _ I+z)n(l+z)—=
(In(1 + z))? (1+z) (In(1 + z))?
Pour tout > e—1,ona: 14z > e, puis In(1 + z) > Ine par croissance

de In, ce qui donne In(1 + x) > 1.
Onaalors (1+2)In(l+2)>1+4=x, puis (1 +z)In(l+z)—x>1>0.

Par ailleurs, (1 + z) (In(1 + z))* > 0.
Par quotient, Vz > e — 1, f'(x) > 0.

o Vx>0, f(x) =

7)Soit Z(n) la proposition : < e — 1 < uy, >.

Z(0) est vraie car up =e > e — 1.

Soit n € N. Supposons & (n) vraie. Montrons que #(n + 1) est vraie.
Par hypothese de récurrence, e — 1 < u,.

D’apres la question 6), f est croissante sur [e — 1, +00].
Done f(e —1) < f(un).

Or fle—1)

_efl

e — ¢~ Let f(un) = Upyr.

Donc e — 1 < w41 ce qui prouve que & (n + 1) est vraie.

On conclut que Vn € N, e — 1 < u,,.
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8)On sait que Vo > e — 1, f(z) <z (*).

Comme Vn € N, un > e — 1, on peut remplacer x par u, dans (x), ce qui
donne :

Vn € N, f(un) < uy, c’est-a-dire : up11 < up.

Donc la suite (un)n>0 est décroissante.

Etant minorée (par e-1), elle est donc convergente vers L.

Par passage a la limite, on peut dire que L > e — 1.

f est continue sur [e — 1, +o0[ donc en L.

D’apres le théoreme du point fixe, L est solution de I’équation f(x) = z.

z(1—In(1+x))
In(1+ x)

Comme L < e—1, la solution L = 0 ne convient pas.
Donc L =e —1.

Or, f(z) =2 < =0<=zr=0o0uxr=e—1.
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Exercice 3 (ecricome 2014)

Partie I : étude d’une premiere expérience

1)a)programme :

import numpy.random as rd
def lancer(p):
a=rd.random()
if a<p:
y=1
else:
y=0
return y

b)programme :

def premierpile(p):
n=1
while lancer(p)==0:
n=n+1

return n

c)programme :

p=float (input ("entrer p"))
n=premierpile(p)
m=premierpile(p)

print (n+m-2)

2)L’expérience aléatoire est constituée de n épreuves (=lancers) successives,
identiques et indépendantes.

A chaque épreuve, la probabilité de succes (=pile) vaut p.

X, compte le nombre de succes.

Donc X,, — B(n,p).

On a donc X,(Q2) = [0,n] et Vk € [0,n], P(X, =k) = (Z) prgnF.
Le cours donne : E(X,,) =np et V(X,,) = npq.
3)Y(Q) =N.

4)P(Y = O) = P(P1 ﬁPg)
= P(P,)P(P,) par indépendance
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P(Y =1)=P(FiNPNP)U (P NFNP))
= P(Fy1 N PN P3) + P(P, N FyN P3) par incompatibilité
= P(Fy)P(Py)P(Ps) + P(Py)P(F»)P(Ps3) par indépendance
= qpp + pgp
= 2p%q.
De méme, on a :
PY =2)=P(FiNFNPsNP)U(FINPNFsNP) U (PN EF,NF3NPy))
= qqpp + qpqp + pqqp
— 32
5)L’événement (Y = n) est réalisé si et seulement si les n + 2 premiers
lancers ameénent exactement n FACE et 2 PILE dont 1 PILE au n + 2-iéme
lancer.

Ceci est réalisé si et seulement si les n + 1 premiers lancers amenent exac-
tement 1 PILE et le n + 2-iéme lancer amene 1 PILE.

Donc (Y == TL) = (Xn+1 == 1) N Fn+2.
G)P(Y = n) =P (Xn+1 =1nN Fn+2)
= P(Xp4+1 = 1)P(F),+2) par indépendance (x)

1
= (n+ 1)p2q”.

(*) indépendance des n + 1 premiers lancers et du n + 2-iéme lancers.

_ <n + 1> plq(n+1)flp car Xn+1 N %(TL 4 1’p)

7)Pour tout N € N, on a :

N N
S == 30+ Dy
n=0 n=0
N+1

= Zz’quifl enposant t =n+1loun=1—1.

N+1
_ p2 Z iqz—l
=1

La série de terme général ig*~
de parametre ¢ € |0, 1].

N+1 1

Donc lim iq~ il = —— = .

T S ST

=1

! converge car c’est une série dérivée premiere

+o0
1
. _ _ 2 _ ) N . . _ _
Donc NETMZP(Y =n)=p° X ol 1, c’est-a-dire : Z;JP(Y =n)=1.
- e
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8)Y admet une espérance si et seulement si la série ZnP(Y = n) est

absolument convergente. n20

Comme Vn € N,nP(Y =n) > 0, cela revient a montrer la convergence de
la série Z nP(Y =n).

n>0
Pour tout N € N, on a :
N N
ZnP(Y =n)= Zn(n + 1)p?q"
n=0 n=0
N+1

= Z (1 — 1)2’p2qi71 en posant t =n+1loun=1—1.
i=1

N+1 -
=p’qy ii—1)g">.
=1

2 converge car c’est une série dérivée

La série de terme général (i — 1)q*~
seconde de parametre ¢ € 10, 1].

N+1 +o0

. , 2 2
Donc i (i —1)g 2= i(i—1)g2=—" ==
onc lim ; i(i —1)q ;z(z )q =g
N
2 2
Donc lim nP(Y =n) = p?q x — = =1
N—+o0 p P
n=0
9)Y%(92) = N.

En prenant modele sur les questions 5) et 6), on a :
Yi=n)=Xpsx1=k—1)NF s
Donc P(Y; =n) = P (Xyqk-1 =k — 1N Foig)

= P(Xp41-1 =k —1)P(F,,) par indépendance

_(n+k—-1
o k—1

>pk1q(”+k1)(k1)p car Xpip—1—> B(n+k—1,p)
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Partie II : étude d’une seconde expérience

1)R < % ([0,1]). Le cours donne :

=1-Fr(1l — x)

1-0 sil—x<0
1-(1—2) si0<1l—-z<1
1-1 sil—x>1
1 siz>1
z si0<zx<l1
0 sixz <0.

Donc S — % ([0, 1]).

2)Pour tout ¢t réel, on a : (T'<t)=(R<t)N(S <t).

Donc P(T <t)=P(R<tNS <t)
=P((R<t)n(1—-R <))
=P((R<t)N(R>1-1)).

3)D’apres la question précédente, on a :

P(T<t)=P(1—t<R<t)

= Fr(t)-Fr(1 —t) car 1 —t <t du fait que t >

N | =

Or, Fgr(t) =t puisque % <t<1

Et Fr(1 —t) =1 —t puisque % <t<l(etdonc0<1—-t< %)
Donc Vt € [1,1] ,P(T < t) =t — (1 —t), clest-a-dire Fp(t) = 2t-1.
4)e si % <t<1,onavuque Fp(t) = 2t-1.
esit>1,alors1—1<0.

L’événement (1 —t < R < t) est alors certain puisque R(Q2) = [0, 1].
Donc P(1 —t < R <t) =1, cest-a-dire Fr(t) = 1.

osit<%, alors 1 —¢ > %

L’événement (1 —t < R <) est alors impossible.

Donc P(1 —t < R <t) =0, cest-a-dire Fr(t) = 0.
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t—1
Finalement, on a : Fp(t) =< 2t—1= . 21 si % <t<1
2
1 sit>1.

On reconnait la fonction de répartition d’'une variable aléatoire suivant la

loi uniforme sur [%, 1].

Donc T — % ([%,1])

5)Le cours donne : E(T) = =" et V(T)= 2L =
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